Algebre-Chapitre 1
Trigonométrie

I Rappels sur les congruences

Nous faisons ici quelques rappels sur la notion de congruence :

Définition I.1. Soient (z,y) € R? et m > 0.
Les nombres x et y sont congrus modulo m si x —y est un multiple de m ; i.e. si 3k € Z = —y = km ou encore
x =y + km. On note alors : x =y[m].

Exemple I.1. On a : 5% = fg +2r = fg[%r].
47T 3m 3T
0 P — = —— 4521 = ——27|.
n a E 3 +5.27 3 [27]

Proposition I.1. Soient (x,y,z',y') € R*, A € R*, k € N* et m > 0. Alors :
1. © = x[m] (réfléxivité)

Six=y[m] et y=z[m] alors :x = z[m]. (transitivité)

Si x = y[m], alors y = x[m]. (symétrie)

Six=2'Im] et y=1'[m], alors x +y = 2’ + y'[m].

Si x = y[m], alors Az = Ay[|A\|m].

Si I est un intervalle semi-ouvert de longueur m, alors il existe un unique r € I tel que : x = r[m].
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Six =y[m], alors x =y {%}

Exemple 1.2. Résoudre l’équation x + g =3z + g[Zﬂ].

IT Définitions et étude des fonctions

II.1 Sinus et cosinus

Définition II.1 (Sinus et cosinus). Soit 6 € R. Soit ¢ le vecteur de norme 1 tel que : (7,7) = 6.
Alors, Uabscisse de U est appelée le cosinus de 0 et notée cos() et son ordonnée est appelée le sinus de 0 et notée

sin(@).
Proposition I1.1 (Etude des fonctions sin et cos). 1. Les fonctions cos et sin sont 2w-périodiques.
2. (a) La fonction cos est paire.
(b) La fonction sin est impaire.
cos(m — 6) = —cos(6
5. vper {cosm ) =—cosd)
sin(m — 0) = sin(0)
(a) Le graphe de cos est symétrique par rapport au point de coordonnées (g,O).

7r
(b) Le graphe de sin est symétrique par rapport & laze d’équation x = 3

s
4. Les fonctions cos et sin sont positives sur {0, —}
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F1GURE 1.1 — Cercle trigonométrique
Yy
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5. Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R
cos’'(z) = —sin(x) = cos (a: + E)
et :VreR a2
sin’(z) = cos(z) = sin (x + 5)
6. On a les tableaux de variations suivants :
™ 0
x — x —
0 2 0 2
cos'(z) 0 - -1 sin’(z) 1 - 0
1 1
COS(:L‘) \ Sin(m) /
0 0
7.¥0 € R cos*() +sin?(h) =1
8 VoeR —1<cos(f)<let —1<sin(d)<1
Grace a cette étude, nous pouvons tracer les graphes des fonctions cos et sin :
FIGURE 1.2 — Graphes des fonctions cos et sin
—— cos
Yy --- sin
0 ,
“on 3 —T N - .27
—7 . 2 v - s

11.2 Tangente

Définition I1.2. La fonction tangente est la fonction tan définie par l’expression suivante :

tan(z

sin(x)

cos(x)
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Remarque II.1. On a :cos(z) =0 < z = g[ﬂ — JkecZ z= g + k.

.

Proposition II.2 (Etude de la fonction tangente). 1. L’ensemble de définition de tan est : Doy = R\

(
{xER/x:g[w]} = U}*%*{’kﬂ,%‘i’kﬁ
kez

IS

. La fonction tan est w-périodique.
3. La fonction tan est impaire.

4. La fonction est dérivable sur Dyay
1
et :¥r € Dian  tan'(r) = ———— = 1+ tan®(z).
C

0s?(x)

lim tan(z) = 400

T T
Le graphe de tan admet des asymptotes verticales en 5 et en —3-

6. On a le tableau de variations suivant :

™
tan’(z) 1 +
+00
tan(x) /
0

FI1GURE 1.3 — Graphe de la fonction tan
Y
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IIT Propriétés

III.1 Formulaire
Nous pouvouns retrouver toutes les formules du formulaire de trigonométrie & partir de celle de cos(a + b) et

sin(a + b).

T T T
E le TIL.1. (7) i (7) (7)
xemple Calculer cos 12 sin 12 et tan 12

II1.2 Normalisation
Proposition I1I.1 (Normalisation). Soit (a,b) € R? et w € R.
Alors, il existe A€ RT et ¢ € R tels que :
Ve € R acos(wz)+ bsin(wzx) = A cos(wz + ¢)

Mieuzr :

A=+/a?+ b2

a
cos(p) = T —

. b
sin(p) = BN —

Corollaire I1I.1 (Normalisation). Soit (a,b) € R? et w € R.
Alors, il existe A€ RY et ¢ € R tels que :

Ve € R acos(wz)+ bsin(wz) = Asin(wz + ¢)
Démonstration. 11 suffit d’utiliser le fait que : cos(f) = sin (0 + g) O
Remarque III.1. 1. Ces propriétés nous permettent de comprendre pourquoi la somme de deux sinuso “"ides

de méme fréquence est une sinuso “ide.

2. Puisque nous connaissons le signe des fonctions sin et cos, ces transformations nous permettent également
d’étudier le signe d’une expression de la forme : acos(wz) + bsin(wx).

Exemple ITI1.2. Normaliser l’expression cos(x) + sin(z) et représenter la fonction associée d cette expression.

I11.3 Expressions trigonométriques
Définition III.1. 1. Un polynéome trigonométrique en 8 € R est une somme de termes de la forme
Acos™(0)sin™(0) ot A € R, n € N et m € N.
2. Une expression trigonométrique en 6 € R est dite linéarisée si elle s’écrit comme une somme de termes de
la forme : Acos(nf) ou Asin(nf) ot A € R et n € N.
Proposition III.2. 1. Un polynome trigonométrique peut étre transformé en une expression trigonométrique
linéarisée.
2. Une expression trigonométrique linéarisée peut étre transformée en un polynome trigonométrique.
Exemple III.3. 1. Ecrire cos(36) sous la forme d’un polyndme trigonométrique.

2. Linéariser cos’ ().



