Algebre-Chapitre 10

Algebre linéaire - Familles de
vecteurs - Dimension

La dimension d’un espace vectoriel est le nombre de parametres nécessaires pour le décrire en terme de
combinaison linéaire de vecteurs. Ainsi, une droite est un espace de dimension 1, un plan est un espace de
dimension 2 et ’espace est de dimension 3. Nous généraliserons cette idée au cas d’un espace vectoriel dit de
dimension finie. Pour cela, nous devrons aborder préalablement la notion de familles de vecteurs et ses propriétés.

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C ou plus généralement un corps contenant Q et E et F' des K-espaces
vectoriels.

I Familles de vecteurs

Définition I.1 (Famille de vecteurs). Une famille de vecteurs de E est la donnée d’un n-uplet (u;)i—q = (u1, Uz, ..., Up)
de vecteurs de E oun € N.

i.e. (u)i_, € E™

ie.Vie[l,n] w€FE

I.1 Familles génératrices

Définition 1.2 (Famille génératrice). Soit (u;)i—q € E" une famille de n vecteurs de E.
La famille (u;)7_, est une famille génératrice de E si tout vecteur de E est une combinaison linéaire des
vecteurs (u;)i_q.

i.e. Yo € E J(a;)i—, € K* v = Zai.ui
i=1

i.e. B =vect(uy,...,uy,)

o O
O =
an)

o .

0 0

—_

1 1 1
2. Montrons que la famille (uy, ug, us,uy) = 11,121,112
1 3 4

est une famille génératrice de R3.

)

1 0 0

Exemple 1.1. 1. La famille (uy,ug, ..., uy) = , i est une famille génératrice de K".

1

3

4
Proposition I.1 (Famille qui engendre une famille génératrice). Soient (u;);_; une famille génératrice de E
et (vj)i_, une famille de vecteurs de E.
On suppose que chaque vecteur u; est une combinaison linéaire des vecteurs (vj)§=1 (la famille (vj)§=1 engendre

la famille (u;)i_q).
Alors, la famille (v;);_, est une famille génératrice de E.

Exemple 1.2. Redémontrons que la famille (uy, us, ug, uq)est une famille génératrice de R? en montrant qu’elle

1 0 0
engendre la famille 0],11],10
0 0 1
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Proposition 1.2 (Sur-famille d’une famille génératrice). Soit (u;)i, une famille génératrice de E et (u;)
une famille de vecteurs de E.

Alors, (u;)?_, est une famille génératrice de E.

p
1=n—+1

1 1 1 1 2 3
Exemple 1.3. La famille (u1,ug, us, ug, us, ug) = 1)1,12)1,12]),(31,10},]2 est une sur-famille
1

)
[N
DN =

de la famille (uy,ug, ug, ug) = ;13 qui est génératrice. Elle est donc également génératrice.

I.2 Famille libre - Famille liée
Définition 1.3 (Famille libre - Famille liée). Soit (u;);_, une famille de vecteurs de E.
1. La famille (u;)7_, est libre (ou linéairement indépendante) si :

V(Oéi)?zl e K" Zai.ui =0 = (V’L S [[l,nﬂ o = 0)

i=1

i.e. si la seule combinaison linéaire des vecteurs (u;)i—q, qui est nulle a tous ses coefficients nuls.
i.e. si l’équation d’inconnue (a;)i—, € K" suivante :

zn:ai.ui = OE (5)
i=1

admet pour unique solution le n-uplet (aq,...,a,) = (0,...,0).

2. La famille (u;)j—, est lide si elle n’est pas libre.
i.e. o), €e K"\ {(0,...,0) 0= Zai.ui
i=1

i.e. Le vecteur nul est une combinaison linéaire des vecteurs (u;)7—, dont les coefficients ne sont pas tous
nuls.

Remarque 1.1. Pour montrer une famille (u;)i—, est libre, on montre que I’équation (£) admet pour unique
solution le n-uplet (aq,...,a,) = (0,...,0).

Inversement, pour montrer qu’elle est liée, il suffit d’exhiber un n-uplet (aq,...,ay) € K* dont au moins un
n

coefficient est non nul tel que Zai.ui =0g.
i=1
Dans tous les cas, la résolution de l’équation (E) permet de déterminer si la famille est libre ou liée.

Remarque 1.2. Une famille de vecteurs (uy,us) € E? est libre si, et seulement si, les vecteurs uy et ug ne sont
pas colinéaires. Elle est liée si, et seulement si, les vecteurs uy et ug sont colinéaires.

1 0
Exemple 1.4. 1. Montrons que (uj,ug) = —-1],(3 est une famille libre.
0 1
1 0 2
2. Montrons que (u1,us,us) = —11,13]),(7 est une famille liée.
0 1 3

Proposition 1.3 (Sous-famille d’une famille libre - Sur-famille d’une famille liée). Soit (u;)}_; une famille de
vecteurs de E.
1. Si(u;)iy est un famille libre et (iy)}_; € [1,n]? sont des indices distincts deux d deuz, alors (u;, )h_; est
un famille libre. i.e. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
2. 8i (u;)j—y est une famille lice de E et (u;)i_, | une famille de vecteur de E, alors (u;)}_, est une famille
liée de E.
i.e. Toute surfamille d’une famille liée est liée.

Proposition I.4 (Caractérisation des familles liées). Soit (u;)i—; une famille de vecteurs de E.
La famille (u;)i_q est liée si, et seulement si, un des vecteurs de (u;)i—, est une combinaison linéaire des autres
vecteurs.

n
i.e. si, et seulement si, il existe ig € [1,n] et (a;)—; € K" tel que : u;, = Z ;.U
i#io ;
=1

iio
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1 1 1
Exemple 1.5. Montrons que la famille (uy,us,us) = 21,(1),(4 est liée.
3 1 7

1.3 Bases d’un espace vectoriel

Définition I.4 (Base - Coordonnées d'un vecteur). Soit B = (u;)i—; une famille de vecteurs de E.

1. La famille B est une base si
n
YveFE 3'(0&1)?:1 € K" v= Zai.ui
i=1
i.e. Tout vecteur de E d’écrit de maniére unique sous la forme d’une combinaison linéaire des vec-
teurs (u;)iq.
aq
2. Dans ce cas, les coefficients (a;)i—y = | @ | € K" sont appelés les coordonnées de v dans la base B. On

o778
les note (v)g.

Exemple 1.6. 1. La famille By = (((1)) , (?)) est une base de K>.
Pour tout vecteur de v = ) cK?, o c(v)B, =

0
2. La famille B3 = (1 , est une base de K3.
0 1

1
Pour tout vecteur de v = (xg S KS, ona :(v)g, =

Zs3
1 0 0
0 1 0
8. La famille B, = 0 , 0 | est une base de K",
: : 0
0 0 1
T
Pour tout vecteur dev= | : | € K", ona :(v)s, =
Tn
1 0 0
0 1 0
Définition I.5 (Base canonique de K,,). La famille de vecteur B, = (e;)i—q = , 0 o est appelée
: : 0
0 0 1

la base canonique de K",

Exemple 1.7. 1. La famille By = (1, X, X?) est une base de Ky[X].

Pour tout vecteur de P = ag + a1 X + aaX? € Ko[X], on a : (P)p, =
2. La famille Bs = (1, X, X?, X?) est une base de K3[X].

Pour tout vecteur de P = ag + a1 X + as X? + a3 X> € K3[X], on a : (P)g, =
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3. La famille B, = (1, X, X?,..., X") est une base de K,[X].

Pour tout vecteur de P =ap+ a1 X + -+ a, X" € K,[X], on a : (v)g, =

Définition 1.6 (Base canonique de K, [X]). La famille de vecteurs B, = (1, X, X?,..., X™) est appelée la base
canonique de K, [X].

1 1 1
Exemple 1.8. Montrons que la famille B = 11,12],(2 est une base de R® et précisons les coor-
1 3 4
x
données de |y | € R® dans la base B.
z

Proposition 1.5 (Caractérisation des bases). Les bases sont les familles libres et génératrices.
R3[X] — R?
Po— (P(1),P((2)
Déterminons une famille génératrice de ker(y).
Déduisons-en une base de ker(yp).

Exemple 1.9. Soit ¢ : {

1.4 Morphismes et familles de vecteurs

Proposition 1.6 (Image d’une famille génératrice). Soit ¢ € L(E, F) une application linéaire entre les espaces
vectoriels E et F. Soit (u;)i_y une famille génératrice de E.
Alors, limage (ga(ui))nzl de la famille (u;)i—, est une famille génératrice de Im(yp).

i

Remarque 1.3. En particulier, I’image d’une base par ¢ est une famille génératrice de Im(p).

R? — R?

. ) T r+y+2z
Exemple 1.10. Soit ¢ : y N 2 +y + 32
z 3x 4+ 2y + 5z

Déterminons une famille génératrice de Im(yp).
Déduisons-en une base de Im(yp).
Proposition 1.7 (Famille de vecteurs et injectivité ou surjectivité). Soient ¢ € L(E, F) et (u;)j—, € E".
Alors
1. Si (u;)?_y est une famille génératrice de E et ¢ est surjective, alors (¢(u;)) est une famille génératrice
de F.
2. Si (u;)f_y est une famille libre et ¢ est injective, alors (p(u;)) est une famille libre.
Théoréme 1.1 (Caractérisation d’une application linéaire par I'image d’une base). Soit B = (u;)j—, € E™ une
base de E et (v;)i_, € F™.
Alors, il existe une unique application linéaire ¢ € L(E, F) telle que :

Vie[Ln] o(u) =
n
Plus précisément, siu € E et (u)p = (o), alors : p(u) = Zai.vi.
i=1

Proposition 1.8 (Caractérisation des propriétés de ¢ a partir de I'image d’une base). Soit ¢ € L(E, F).
Soit B = (u;)}~y € E"™ une base de E et (v;)]_; = (¢(u;)) € F™, limage de B par .
Alors :

1. Tm(yp) = vect((v;)-y)

2. ¢ est injective si, et seulement, si la famille (v;)7, est une famille libre de F.

3. ¢ est surjective si, et seulement, si la famille (v;)}_; est une famille génératrice de F.
4. @ est un isomorphisme (i.e. @ est bijective) si, et seulement, si la famille (v;)i_; est une base de F.

Ko[X] — K3
P//(O)

Exemple 1.11. Soit ¢ : p . (P(O) P'(0) )
) ’ 2

Montrons que @ est un isomorphisme de Ko[X] vers K3.
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IT Espaces vectoriels de dimensions finies

I1.1 Définition

Remarque I1.1. Nous définissons tout d’abord la notion d’espace vectoriel de dimension finie. La notion de
dimension sera définie dans un second temps aprés que mous ayons fait tout le travail préalable nécessaire.

Définition II.1 (Espace vectoriel de dimension finie). Soit E un espace vectoriel.
L’espace vectoriel E est un espace vectoriel de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie (u;)i" .
Dans le cas contraire, E est un espace vectoriel de dimension infinie.

1 0 0
0 1 0
Exemple II.1. 1. K" est engendré par les n vecteurs (uy, usg, ..., uy) = 0 , 0 ] . K™ est donc
: : 0
0 0 1
un espace vectoriel de dimension finie.
2. K,[X] est engendré par (1, X, X?, ..., X™). K,[X] est donc un sous-espace vectoriel de dimension finie.

3. Montrons que K[X] est un espace vectoriel de dimension infinie.

I1.2 Bases d’un espace vectoriel de dimension finie

Théoréme II.1 (Théoréme de la base incomplete). Soient E un espace vectoriel de dimension finie et (e;)?_; €
E? une famille libre de E.
Alors, il existe n € N et (e;)i—, 1 € E"™" une famille de vecteurs telle que (e;)i—, soit une base de E.

Remarque I1.2. La famille (e;)t_, est libre et engendre vect(eq, ..., ep). Elle est donc une base de vect(eq, . .., ep).
Cependant, a priori : vect(ei,...,ep) # E. En ce sens, elle est incompléte d’ot le nom du théoréme.

Lemme II.1 (Ajout d’'un vecteur & une famille libre). Soient (e;)t_; une famille libre de E et ey € E.
Sila famille (e;)*1] est lice, alors ept1 est une combinaison linéaire des vecteurs (e;)Y_,, i.e. epp1 € vect(eq, ..., ep).

Démonstration. On suppose que la famille (ei)fill est liée.

p+1
Il existe (a;)?F} # (0,...,0) tel que : Zai.ei =0g.
i=1
p K3
SiAp1 =0, alors Z «;.e; = 0g. Puisque la famille (ei)le est libre, on en déduit alors que Ay = Ao = --- = X, = 0.
i=1
Ceci ne peut se produire.
Donc, Apy1 # 0.
p+1 p \,
. z . . 7
Puisque ;O‘i-ei = Ap+1-€pt1 + ;ai.ei = 0g, on en déduit que : epp1 = — Zz =17 ot .€;. O
Démonstration du théoréme de la base incompléte. Soit U = (uy, ..., Uy,) € E™ une famille génératrice de E.
On note Ej, = vect(eq,...ep, U1, ..., Ug).
Montrons par récurrence sur k que pour tout k € [0, m], on peut compléter la famille (e1,...,e,) en une base

B = (e1,...,ep,) de Ey.

Remarque I1.3. La démonstration que nous proposons mettra en évidence une méthode pour compléter un
famille libre en une base a l'aide des vecteurs d’une famille génératrice.

Initialisation : On a : Ey = vect(ey,...,ep).

Puisque la famille (eq, ..., ep) est libre, elle est une base de Ejy.

Hérédité : Soit k € [0,m — 1].

On suppose que Ej, admet une base By, de la forme By = (e1, ..., ep, ).

On a : By =vect(e1,...,ep,U1,...,u;) et Epyq = vect(er, ..., ep, Ut, ..., Uk, Ukt1)-

Puisque By, est une base de Ej, on en déduit que (e1, ..., ep,, urs1) est une famille génératrice de Ej1.
Si(eq,...,ep, ups1) est libre, alors on pose ey, +1 = Uky1 €t Bry1 = (e1,..., €ppt1)-

Sinon, par le lemme précédent, ugy1 € Ey et donc Ey, = Exy1. On pose alors : Bgi1 = Bg.
Dans les deux cas, By est une base de Ej.

La propriété est donc héréditaire.

On en déduit en particulier que E,, admet une base B, = (e1,...,¢€p,, )-
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Or : E =vect(u1,...,uUn) C B, =vect(er,...,ep, U, ..., Un).
Dow E = E,,.
La famille B,, = (e1,...,ep,,) est donc une base de E. O

Corollaire I1.1 (Existence d'une base). Un espace vectoriel de dimension finie non réduit au vecteur nul admet
une base.

Démonstration. Soit e; € E'\ {0g}. La famille (e1) est une famille libre. Par le théoréme de la base incompléte,
on peut la compléter en une base de E. O

Corollaire I1.2 (Construction d’une base & partir d’une famille génératrice). Soit (u;)%, une famille génératrice
d’un espace vetoriel de dimension finie non réduit au vecteur nul.
Alors, on peut extraire une sous-famille de la famille (u;)7, qui est une base de E.

1 1 0 1 0
Exemple I1.2. Complétons la famille libre | 2 | a l'aide de la famille génératrice 11,(1),(2],(0
3 1 2 4 1

III Dimension

III.1 Définition

Lemme IIL.1. Soit n € N*. Soit (u;)i—q une famille de n vecteurs. Soit (v;)
qui sont des combinaisons linéaires des vecteurs (u;)j—; .

Alors, la famille (UJ);Lill est liée.

n+1

72y une famille de n + 1 vecteurs

Démonstration. On raisonne par récurrence sur 7.

Initialisation : On suppose que n = 1.

Il existe alors a; € K et as € K tel que vy = ajuy et vo = aguy.

Les vecteur v; et ve sont donc colinéaires. La famille (vq,v2) est liée.
Hérédité : Soit n € N.

On suppose le lemme vrai au rang n — 1.

On traite deux cas :

n+1

1. Sila famille (v;)"*] est engendré par la famille (u;)?=}", alors la famille (v;)7=1 et donc la famille (v;)7Z;

j=1
sont liées.

2. Sila famille (v;)7 n’est pas engendré par la famille (u;)?=)"
La famille (v;)!1]' n’est pas engendré par la famille (u;)7;. Il existe donc : (@ ;) i=1.n € K"+ tel
J=1..mA1

que :Vje[l,n+1] wv; = Zai’jui.
i=1

Puisque la famille (v;)7F! n’est pas engendré par la famille (u;)7!, il existe au moins un coefficient a, ;,

non nul. Pour simplifier les notations, nous supposerons que : jo=n + 1.

On a : U1 = Qq1,1.-U1 +04271.U2 + e+ Qp—1,1-Un—1 +an71.un
Vo =012.U1 +Qg2.U2 + ot Qp_12.Up_1 02Uy
Up =Q1pU1 +Q2npU2 F- -+ Q1 pnUn-1 FQnnp Uy
Un4+1= Q1 nt1-UIHQ2 nt1. U2+ -+ Q1 nt1-Un—1F Qnntl Un
——
#0

A la maniere d’'un pivot de Gauss, nous utilisons le coefficient a,, 1 pour éliminer le vecteur u,, des n
premieres égalités.

. (077%]
On pose, pour tout j € [1,n] : w; =v; — —L—v,14
Qn n41
n—1 o n—1
. n,j
Onaalors :Vje[l,n] w;= E Qi Ui + O Up - E Qi ot 1-Wi + O g 1-Un,
— Qn,nt1 \ 7 Z
i=1 i=1
=v; =Un+41
n—1
_ Qp,j
= E QG — Q41 | Ui
i—1 an,n+1

. . A\ . 4 . . \n—1
Les vecteurs (w;)_; est engendré par les vecteurs (u;);_; -

Par I'hypothese de récurrence, la famille (w;)’/_; est donc une famille liée.



III. DIMENSION 7

n n
Il existe donc (B;)7—; € K"\ {(0,...,0)} tel que : Op = Zﬁj.wj = Zﬁj. (vj _ On vn+1>

=1 =1 an,nJrl
n n
=Y B Zﬁj~a = | Ung
i=1 j=1 Tt
On pose : Bn41 = —Zﬂj. LoF
j=1 O4’n,n—&-1
n+1
On a alors : Zﬁj.vj =0g.
j=1
Puisque (5;)7—; # (0,...,0), on en déduit que : (BJ)?ill #(0,...,0).

La famille (U])?ill est donc liée.

La propriété est donc héréditaire. On en déduit le lemme.

O
Théoréme III.1 (Définition de la dimension). Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Alors, toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments.
Ce nombre est appelé la dimension de E et il est noté dim(FE).
Remarque III.1. 1. 87l y une ambiguité possible, on note dimg(F) la dimension de E pour spécifier le

corps de base de l’espace vectoriel E.

2. La dimension d’un espace vectoriel réduit au vecteur nul est 0.

Démonstration. Soient B = (u;)_ et B’ = (v;)?_, deux bases de E.

On suppose par ’absurde que p > n.

Ainsi, la famille (v;)71! est une famille libre.

D’autre part, puisque B est une base de F, la famille de vecteurs (vi)?jll est engendrée par la famille (u;) ;.
Par le lemme précédent, la famille (vi)?:f est liée.

On aboutit donc & une contradiction.

On en déduit que p < n.

De méme, on obtient n > p et donc : O

Exemple IT1.1. 1. Une base de K est (1) donc :|dim(K) =1

2. Une base du R-espace vectoriel C est (1,1). Donc :|dimg(C) =2
1 0 0
0 1 0

3 0 , 0 ] est une base de K". Donc :|dim(K") = n.
: : 0
0 0 1

4. (1, X, X?%,...,X™) est une base de K, [X]. Donc :‘dim(Kn[X]) =n+ 1.‘

Définition ITI.1 (Droite et plan vectoriels). 1. Une droite vectorielle est un espace vectoriel de dimension 1.

2. Un plan vectoriel est un espace vectoriel de dimension 2.

Définition III1.2 (Dimension d’un sous-espace affine). Soit F' C E un sous-espace affine de E.
Si F est un espace vectoriel de dimension finie, alors La dimension de F' est dim(F) = dim(F).

Proposition ITI.1 (Famille libre ou génératrice d’un espace vectoriel de dimension finie). Soit E un espace
vectoriel de dimension n € N. Soit (u;)}_, € E? une famille de vecteurs de E.
Alors,

1. Si (u;)Y_, est une famille libre de E, alors p < n.
De plus, sin = p, alors (u;)!_, est une base de E.

2. Si (u;)t_y est une famille génératrice de E, alors p > n. De plus, sin = p, alors (u;)?_, est une base de E.
1 1 1

Exemple II1.2. Montrons que la famille 11,12],(2 est une base de R3.
1 3 4
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II1.2 Isomorphisme

Lemme II1.2. Soit E un espace vectoriel de dimension n € N.
Alors, E est isomorphe a K".
i.e. :il existe un isomorphisme de E dans K".

Théoréme II1.2 (Espace vectoriel de méme dimension). Soit E et E' deuz espaces vectoriels de dimension

finie.

Alors dim(E) = dim(E") si, et seulement si, ils sont isomorphes.

Exemple IT1.3. On o : dim(K,[X]) = dim(K""!) =n + 1.
K, [X] et K" sont isomorphes.

II1.3 Produit de deux espaces vectoriels

Lemme II1.3 (Base d’un produit de deux espaces vectoriels). Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension

finie.

Soient (u;)j—; une base de E et (vj)i_, une base de F.
Alors, ((ul, Or), (u2,0F), ..., (tun,0r), (0g,v1), (0, v2),...,(0g, vp)) est une base de E x F.

Corollaire III.1 (Dimension d’un produit de deux espaces vectoriels). Soient E et F' deuz espaces vectoriels
de dimension finie.
Alors, dim(E x F) = dim(F) + dim(F)

IV Dimension d’un sous-espace vectoriel

Dans toute la suite, E' désigne un espace vectoriel de dimension finie.

IV.1 Premiéres propriétés

Théoréme IV.1 (Dimension d’un sous-espace vectoriel). Soit F' C E un sous espace vectoriel de E.
Alors :

1. F est un espace vectoriel de dimension finie.
2. dim(F) < dim(F)
3. Si dim(F) = dim(FE), alors F = E.

IV.2 Rang d’une famille de vecteurs

Définition IV.1 (Rang d’une famille de vecteurs). Soit (u;)t_; une famille de vecteurs de E.
Le rang de la famille (u;)?_, est Uentier noté rg((ui)le) tel que :

rg((u;)t_,) = dim (Vect((ui)le))
Le rang est donc la dimension du sous espace vectoriel engendré par la famille (u;)?_,.

Remarque IV.1. Ici, E n’est pas nécessairement un espace vectoriel de dimension finie.

1 1 1
Exemple IV.1. Déterminons le rang de (u,v,w) = 21,13]),(6
1 3 9

Proposition IV.1 (Propriétés élémentaires du rang). Soit (u;)?_; une famille de vecteurs de E. Soient X € K,
o une bijection de [1,n] dans lui-méme et (i,75) € [1,n] tel que i # j.
Alors

Lorg((ui)i—y) <p
De plus, il y a égalité si, et seulement si, (u;)t_, est libre.

Si E est de dimension finie, rg((u;)t_,) < dim(E)
rg((uq(iy)?_1) = rg((us)?_y) (L’ordre des vecteurs ne modifie pas le rang.)
SiX#0, rg(ur, ug, ..., Uim1, N, Uig1, - - up) = rg((w)f_y)

rg(ul, U, ooy Wi 1, Wi+ AU, Uig 1, - - - ,up) = rg((ui)le)
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6. rg(u1,uz, ..., up, 0p) = rg((u;)i_)

Remarque IV.2. En pratique, on applique ces régles de maniéres répétées jusqu’a faire apparaitre une famille
libre. Pour cela, on applique la technique du pivot de Gauss mais au lieu de travailler sur les lignes des équations,
on travaille sur les vecteurs colonnes.

Exemple IV.2. Déterminons rg

U W
DD O = N

1
2
3 )
4

IV.3 Somme de sous-espaces vectoriels

Lemme IV.1. Soient Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
FixF, — FE

Alors, Uapplication ¢ :{ (un,us) — w1 tu
1, U2 1 2

est un isomorphisme.

Démonstration. Nous encourageons tres vivement le lecteur de ce document a rédiger la démonstration de ce
résultat. O

Proposition IV.2. Soient Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Alors : dim(E) = dim(F) + dim(F»)

Lemme IV.2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Alors, F' admet un sous-espace vectoriel supplémentaire.

Théoréme IV.2 (Formule de Grassmann). Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

Exemple IV.3. Soient Py et Py deux plans vectoriels de R3.
Montrons que dim(Py N Py) € {1,2}.

Proposition IV.3 (Caractérisation de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires). Soient Fy et Fy deux
sous-espaces vectoriels de E.
Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Fy et Fysont supplémentaires dans E.
2. dim(Fy) + dim(Fy) = dim(E) et Fy N Fy, = {0}
3. dim(Fy) + dim(Fy) = dim(E) et Fy + Fo = E

V Applications linéaires en dimension finie

V.1 Théoreme du rang

Lemme V.1. Soient ¢ € L(E,F) une application linéaire et H un sous-espace vectoriel supplémentaire de
ker(¢) dans E.

Alors ¢ :{ H — Im(p) est un isomorphisme.
u o p(u)

Théoréme V.1 (Théoreme du rang).

Soit ¢ € L(E, F) une application linéaire ot E est un espace vectoriel de dimension finie.

Alors

dim(E) = dim (ker(p)) + dim (Im(y))
Remarque V.1. Dans ce théoréme, il n'est pas nécessaire que F soit un espace vectoriel de dimension finie.
Exemple V.1. Etude des hyperplans d’un espace vectoriel de dimension finie.

Définition V.1 (Hyperplan). Un hyperplan H est le noyau d’une forme linéaire non nulle.
i.e. H est un hyperplan si, et seulement si, il existe ¢ € L(E,K)\ {0} tel que H = ker(yp).
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Dans ces conditions, puisque ¢ # 0, Im(p) = K.

D’aprés le théoréme du rang, on a : dim(H) = dim(E) — dim (Im(y)) = dim(E) — 1.

Réciproquement, si dim(H) = dim(E) — 1, alors H est un hyperplan.

En effet, H admet un sous-espace vectoriel supplémentaire F' dans E. On a alors :dim(F) = dim(F) — dim(H) = 1.
Ainsi, ' est une droite vectorielle engendrée par un vecteur vy. Tout vecteur uw € E s’écrit alors de maniére
unique sous la forme u =v+ a.vg ot o € K et v € H. L’application qui a u, associe « est une forme linéaire
dont le noyau est H.

Les hyperplans d’un espace vectoriel de dimension finie sont les sous-espaces vectoriels de dimension dim(E) — 1. ‘

Corollaire V.1 (Absence d’injectivité ou de surjectivité automatique). Soit p € L(E, F).
Alors :

1. Si dim(E) > dim(F), alors Uapplication ¢ n’est pas injective.
2. Si dim(F) < dim(F'), alors Uapplication ¢ n’est pas surjective.

V.2 Rang d’une application linéaire

Définition V.2. Soit p € L(E, F).
Le rang de ¢ est noté rg(p) et vaut :rg(p) = dim (Im(y)).

Remarque V.2. Le théoréme du rang se reformule ainsi : dim(E) = dim (ker(p)) + rg(y).
Proposition V.1 (Rang et image d’une base). Soient ¢ € L(E, F) et (e;)i_; une base de E.
Alors :rg(p) = rg((g@(ei))?zl)

R? — R3

, . ) T T+y+2z
Exemple V.2. Déterminons le rang de [ : y . 2 + y+ 32
z T+ 2y + 3z

V.3 Isomorphismes

Théoréme V.2 (Caractérisation d’un isomorphisme en dimension finie). Soit ¢ € L(E, F) ou E et F' sont deuz
espaces vectoriels tels que dim(E) = dim(F).
Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est un isomorphisme. 3. ¢ est surjective.
2. ¢ est injective.
27, ker(f) = {0g} 3 Im(p) =F

Rappel 1. Le groupe linéaire de E noté GI(E) est l'ensemble des automorphismes de E.

Corollaire V.2 (Caractérisation des automorphismes). Soit ¢ € L(E).
Alors, les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est un automorphisme. 3. @ est surjective.
2. @ est injective.
2’ ker(f) ={0g} 3 Im(p) =F
R? — R?
Exemple V.3. Montrons que f : (as) . (21‘ + y) est un automorphisme de R2.
Y 3z +y

V.4 Composition
Proposition V.2 (rang d’une composée). Soient f € L(E,F) et g € L(F,G).
Alors

1. rg(go f) < rg(g) 2. 1g(g o f) <rg(f)
Si f est surjective, alors :rg(go f) =rg(g). Si g est injective, alors :rg(go f)=rg(f).



