Algebre-Chapitre 9

Algebre linéaire - Applications
linéaires

La notion de linéarité est évoquée dans de nombreux contextes : systeme d’équations linéaires, équations
différentielles linéaires, suites récurrentes linéaires, linéarité de I'intégrale. .. Derriere chacun de ces usages du
mot ”linéaire” se cache en fait une application linéaire. L’objectif de ce chapitre est de définir ces applications et
d’en dégager les propriétés élémentaires. En particulier, nous décrirons la notion d’équation linéaire et nous
pourrons constater les points communs entre les différentes notions évoquées initialement.

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C ou plus généralement un corps contenant Q et F et F' des K-espaces
vectoriels.

I Définitions
Définition 1.1 (Application linéaire). Soit f : E — F.
L’application f est (K-)linéaire de E dans F si :
L Y(w,0) € B2 flu+v) = f(u) + f(o)
2.Vue EVaeK f(au)=a.f(u)
Notation : On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E' dans F

Remarque I.1. On parle également de morphisme d’espaces vectoriels ou d’homomorphisme d’espaces vectoriels.

La premiere propriété de la définition nous assure qu’une application linéaire est un morphisme de groupe
de (E,+) dans (F,+). On a donc la proprosition suivante :
Proposition 1.1. Soit f € L(E,F) (i.e. f: E — F une application linéaire) Alors :

1. f(0g)=0p

22.VueE f(u)=—f(u)

Démonstration. Nous adaptons la démonstration de I'énoncé évoqué précédemment :

1. Ona : f(0g) = f(0g +0r) = f(0r) + f(OR).
En soustrayant f(0g) de chaque bord de cette égalité, on obtient : | f(0g) =0p

2. Soit uw € E.
Ona : f(-u) = f((~1)w) = (=1).f(u). Donc :| f(—u) = —f(u)]

F

0 est une application linéaire dite nulle.
F

Exemple I.1. 1. f: { 5 :

2. Soit I un intelmalle de R. 0
Soit D - C(I,LR) — C/ (I,R)
f — f
Montrons que D est une application (R-)linéaire.
(a) Soit (f,9) € (C'(I,R))’,
Ona :D(f+9)=(f+9)=f+g. Donc : ‘ D(f+g)=D(f)+ D(9) ‘

1
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(b) Soit a € R.
Ona :D(a.f)=(a.f) =a.f. Donc : ’ D(a.f) = a.D(f) ‘

‘ L’application D est bien linéaire. ‘

Définition I.2 (Forme linéaire). Une application linéaire E dans K est appelée une forme linéaire.
K} — K
(r,y,2) — x+3y—2z
Montrons que F' est une application linéaire.
(a) Soient u = (z1,y1,21) € K® et v = (2,12, 20) € K>.
Ona :u+v=(x1+x2,y1 +y2,21 + 22).
Donc : F(u+v) = (z1 +22) +3(y1 + y2) — 2(21 + 22) = (21 + 3y1 — 221) + (21 + 3y2 — 222)
D’ot :’F(u—i—v) :F(u)—i—F(v)‘
(b) Soit a € K.
Ona :au=(ax,0y,az).
Donc : F(a.u) = a.x; + 3a.yn — 2a.21 = a.(z1 + 3y1 — 221)
Dou ’ F(aw) = a.F(u) ‘

Exemple 1.2. 1. Soit F: {

Lapplication F est donc une application linéaire de K dans K. ‘ Lapplication F est une forme linéaire de K3.

2. Soit X un ensemble non vide et xg € X.
. FX,K) — K
Soit V : )
{ f —  f(wo)

Montons que V' est une application (K-)linéaire.
(a) Soit (f,g) € (F(X,K)).
Ona :V(f+g)=(f+9)(z0) = f(x0) + g(wo)- Donc :|V(f+g)=V(f)+V(g)]
(b) Soit o € K.
Ona :V(a.f)=(a.f)(xo) = a.f(xy). Donc :’V(a.f) =a.V(f) ‘

L’application V' est donc une application linéaire de F(X,K) dans K. ‘ V est une forme linéaire de F(X,K). ‘

Définition 1.3 (Endomorphisme). Une application linéaire de E dans E est appelé un endomorphisme de E.
Notation : On note L(F) ’ensemble des endomorphismes de E.

Exemple 1.3. 1. Idg, Uapplication identité de E est un endomorphisme de E.
2. L’application nulle de E dans E est un endomorphisme de E.
3. Soit a € K.

L’application h, : { B — B

U — au
(Le lecteur de ce document est vivement encouragé a rédiger la démonstration de ce fait)
)  K[X] — K[X]
4. Soit ¢ { P s (X2+1)P+3P -
Montrons que ¢ est un endomorphisme de K[ X].
Puisque ¢ : K[X] — K[X], il suffit de montrer que ¢ est linéaire.
(a) Soit (P,Q) € K[X].
Ona : oP+Q)=(X*+1).P+Q)+3.(P+Q) =(X*+1).P+ (X*+1).Q +3.P' +3Q’
= ((X*+1)P+3P) + (X* +1)Q + 3Q')
Done :[¢(P+Q) = ¢(P) +¢(Q)|
(b) Soit « € K.
Ona :p(aP)=(X*>+1).(a.P)+ (a.P) = (X*+1).a.P+aP =a((X*+1)P+ P').
Donc :|p(a.P)=a.P

est un endomorphisme de E, appelé homothétie de rapport o de E.

L’application ¢ est linéaire. ‘Donc, Uapplication ¢ est un endomorphisme de K[X]. ‘

Proposition 1.2 (Caractérisation pratique d’une application linéaire). Soit : f: E — F.
L’application f est linéaire si, et seulement si,

Y(u,v) € E* Y(a, B) € K*  flau+ Bv) = a.f(u) + B.f(v)
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Remarque 1.2. Ainsi, une application linéaire est une application qui, a une combinaison lénéaire de deux
vecteurs, associe la combinaison linéaire des images de ces vecteurs avec les mémes coefficients.
Plus généralement, on peut démontrer par récurrence, si f € L(E,F), (u;)j—, € E" et (o) € K", que :

f <Z ai.ui> = Za.f(ui)

i.e. Limage par f d’une combinaison linéaire de vecteurs est la combinaison linéaire des images des vecteurs.

Démonstration. = On suppose que f € L(E, F).
Soient, (u,v) € E? et (a, B) € K2.

Ona : fla.u+ Bw) = f(a.u) + f(B.v). Donc : ’f(a.u + ) =a.f(u) + 8.f(v) ‘
<= On suppose que f vérifie : ¥(u,v) € E? V(a, B8) € K*  flau+ Bw) = a.f(u) + B.f(v).
Montrons que f est linéaire.
(a) Soit (u,v) € E2.
Ona : flu+v)=f(lu+1lw)=1.f(u) +1.f(v). Donc : ‘f(u—l—v) = f(u) —|—f(v)‘
(b) Soit o € K.
Ona : f(awu) = flau+0u) =a.f(u) +0.f(u) = a.f(u) + 0. Donc : ‘f(a.u) = a.f(u) ‘

’ L’application f est bien linéaire. ‘

O
Proposition 1.3 (Seconde caractérisation pratique d’une application linéaire). Soit : f: E — F.
L’application f est linéaire si, et seulement si,
Y(u,v) € B> Va € K flau+v) = a.f(u) + f(v)
Démonstration. (La preuve est laissée en exercice au lecteur de ce document) O
c’(0,1],R) — R
Exemple 1.4. Soit ¢ : ! .
xemple o1t f L / £(t) dt
0

Montrons que ¢ est linéaire.
Soient (o, B) € K* et (f,g) € (C°([0,1],R)).

Ona : plaf+B.g) :/O (a.f + B.9)() dtz/o a.f(t) + Bg(t) dt:a/o £(1) dt+ﬁ/0 ot) dt.
Donc : ‘ ola.f + B.9) = a.p(f) + B-v(g) ‘

‘ On en déduit que lapplication ¢ est linéaire. ‘

Remarque 1.3. Nous vous invitons trés fortement a réécrire quelques unes des démonstrations de la linéarité
des précédents exemples a l'aide de ces caractérisations.

II Opérations

II.1 Structure d’espace vectoriel

Définition II1.1 (Structure d’espace vectoriel). L’ensemble L(E, F) des applications linéaires de E dans F est
un sous-espace vectoriel de F(E, F).
En particulier :

1. L(E,F) C F(E,F)
2. L’application nulle de E dans F' est une application linéaire.

3. La somme de deux applications linéaires de E dans F' est une application linéaire.
ie. :¥(f,g)€(LE,F)® f+geL(EF)

4. YAXeKVfeL(E,F) ANfeL(EF)

Démonstration. Le premier point est clair. Nous avons déja vu le second point.
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3. Soit (f,g) € (L(E, F))*.
Montrons que f + g € L(E, F).
Soient (a, 3) € K? et (u,v) € E2.
Ona : (f+g)(au+pov) = flau+ po)+glau+ o) =a.f(u) + B.f(v) + a.gu) + B.g(v)
= a.(f(w) + g(w) + B-(f(v) + 9(v))
Donc : | (f + g)(au+Bv) = a.(f + 9)(u) + 8.(f + 9)(v) |

‘L’application f + g est une application linéaire. ‘

4. Soit A € K.
Ona : (Af)(au+ B.v) =Aflau+ Bo) = (a.f(u)+ B.f(v) = Aa.f(u) + X.8.f(v)
Donc : ‘ A Nau+ o) =a.(Af)(w) + B.(A.f)(v) ‘

‘L’application A.f est donc une application linéaire. ‘

‘ On en déduit que L(E, F) est un sous-espace vectoriel de F(F, F). ‘ O

Corollaire II.1 (Coombinaison linéaire d’applications linéaires). Une combinaison linéaire d’applications
linéaires est une application linéaire.

ie. ¥neNV(f), € (L(E, F)" Yo, € K" S aifi € L(E, F)

i=1

II.2 Composition

Proposition I1.1 (Composition d’applications linéaires). Soient E, F et G trois espaces vectoriels.
Soient f: E — F et g: FF — G deux applications linéaires.
Alors go f est une application linéaire de E dans G.

Démonstration. Soient (o, f) € K? et (u,v) € E2.
Ona : (go f)(au+Bv) =g(flau+B.v) =g(a.f(u) + B.f(v)) = a.g(f(u) + B.g(f(v))
Done : |(go f)(a-u+ fv) = ago f)(u) + B.(g0 f)(v)]

‘L’application g o f est linéaire. ‘ O

Proposition I1.2 (Combinaisons linéaires et composition). Soient f, fi et fa trois applications linéaires de E
dans F'.
Soient g, g1 et go trois applications linéaires de F' dans G.

Soit X € K.

Alors :
1. go(fi+fo)=gofitgofa 3. (g1+g)of=gof+gaof
2. go(A\f)=A(gof) 4- (Ag)of=A(gof)

Démonstration. Nous prouvons seulement le premier point. Le lecteur de ce document est vivement encouragé a
rédiger les autres démonstrations.

Soit u € E.
Ona : (go(fi+fo))(w) = g((fi + fo)(u) = g(fi(w) + fo(u)) = g(fi(w)) +g(fo(u)) = (g fi)(u) + (g0 f2)(v)
Donc :‘go(f1+f2):9°f1+gof2‘ )

Corollaire II.2. (L(E),+,0) est un anneau.

Remarque I1.1. 1. SineNet f € L(E), onnote : f" = fofo---of.
—

nXx

2. Si E nest pas engendré par un seul vecteur (i.e. dim(E) > 2), alors L(E) n’est pas commutatif.
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I1.3 Linéarité et bijectivité

Proposition I1.3 (Linéairité de la réciproque). Soit f : E — F une application linéaire et bijective.
Alors, la réciproque f~* de f est une application linéaire de F dans E.
ie. :fteLl(FE).

Démonstration. Soient (o, §) € K* et (u,v) € F2.
Ona : f(f Yau+pBwr) =au+pBo
t o flonf T Hu)+ B W) =af(fT W) +B.F(f () = au+t B

Puisque application f est bijective, elle est en particulier injective. D’olt : ’ fHou+ o) =a.fHu) + B.f 1 (v)

‘L’application f~1 est donc linéaire. ‘ O

Définition I1.2 (Isomorphisme - Automorphisme). 1. Soit f : E — F. L’application f est un isomor-
phisme (linéaire) si elle est linéaire et bijective.

2. Les espaces vectoriels E et F' sont isomorphes s’il exite un isomorphisme de E dans F'.

3. Soit f : E— E.
L’application f est un automorphisme (linéaire) si elle est linéaire et bijective.
i.e. si f est un endomorphisme bijectif.

Exemple II.1. 1. L’application Idg est un automorphisme de E.
Plus généralement, \.Idg est un automorphisme si, et seulement, si
f Ry[X] — RSP
P — (P(O),P(l),P(Z)) ’
Montrons que Uapplication ¢ est un isomorphisme R-linéaire de Ro[X] dans R3.

2. Soit ¢

(a) Montrons d’abord que lapplication ¢ est linéaire.

Soient (o, B) € R? et (P,Q) € (Ro[X]).

Ona : p(a-P+p.Q) = ((a.P+8.0Q)(0) (a.P+5Q)(1) (a.P + 5.Q)(2)
(.P(0) + 8.Q(0), a.P(1) + B.Q(1), 0. P(2) + B.Q(2))
= a.(P(0), P(1), P(2)) + $.(Q(0), Q(1), Q(2))
Ainsi : ’ p(a.P+ 5.Q) = a.p(P) + 5.0(Q) ‘ ‘ L’applzcatwn @ est linéaire. ‘

(b) Montrons, dans un deuziéme temps, que ¢ est bijective.
i.e. Y(a, B,y) € R? AP € Ry[X] o(P) = (a, B,7).
Soient (a, B,7) € R® et P € Ry[X].

On résout :

o(P) = (o, 8,7) (E)

1l existe (ag,a1,a2) € R? tel que P = ag + a1.X + as.X>.
On a alors : p(P) = (ap,a0 + a1 + a2, a0 + 2a; + 4as).

apg — & apg — &
Dot : (E) < qap+aj+ay=7 — qarta=p—-«a
ag + 2a1 + 4as =y 201 +4as =v—«
_ apg = &
o =« —3a+ 48—~
= @ +a=8-a = Jn=F-a—a=——7F—-—
Lg<L3—2Ls _9
2&2:()[*264")/ aQZw

3
Donc :(E) < P=a-

L’équation (E) admet donc une unique solution.

a—46+7X+a—2,6’+7X2
5 .

‘ L’application o est donc bijective. ‘

’ L application o est un isomorphisme de Ky[X] dans K3. ‘

Définition I1.3 (Groupe linéaire). L’ensemble des automorphismes de E est un groupe pour la loi o noté GL(E)
et appelé groupe linéaire de E.

Démonstration. 1l suffit de montrer que GL(FE) est un sous-groupe de I’ensemble des bijections de E. (Les détails
de cette démonstration sont laissés en exercice au lecteur de ce document) O
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III Noyau et image d’une application linéaire

IIT.1 Noyau d’une application linéaire
Définition ITI.1 (Noyau d’une application linéaire). Soit f € L(E, F).
Le noyau de f noté ker(f) est l’ensemble suivant :

ker(f) = f71({0r}) = {u€ E / f(u) =0r}
Remarque IIL.1. On a donc :Yu € E wu € ker(f) < f(u)=0p
Proposition ITI.1 (Structure de ker(f)). Soit f € L(E, F).
Alors, ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. 1. Ona : f(0g) =0p. Donc : 0g € ker(f). D’ou : |ker(f) #0

2. Soient (a, 8) € K? et (u,v) € ker(f).
Ona : flau+ B.v)=a.f(u)+ B.f(v).
Or :u € ker(f) et v € ker(g). Donc : f(u) = f(v) = 0p.

Dou : f(awu+ Bv) =a.0p + S.0p. Ainsi : ‘f(Oé-U +f.v) =0p ‘
Donc : ‘a.u + B.v € ker(f) ‘

‘L’ensemble ker(f) est bien un sous-espace vectoriel. ‘

Proposition ITI.2 (Caractérisarion d’une application linéaire injective). Soit f € L(E, F).
L’application f est injective si, et seulement si, ker(f) = {0g}.

Démonstration. = On suppose que f est injective.
Montrons que ker(f) = {0g}.
ker(f) est un sous-espace vectoriel de E. Donc : Op € ker(f). Ainsi : {Og} C ker(f).
Soit u € ker(f). Montrons que u = Og.
On a : f(u) =0p = f(Og). Or, l'application f est injective. D’olt : u = 0.
Ainsi, ker(f) C {0g}.
On en déduit :|ker(f) ={0g}

1. On suppose que ker(f) = {0g}.
Montrons que f est injective.
i.e. Montrons que V(u,v) € E*  f(u) = f(v) = u=v.
Soit (u,v) € E? tel que : f(u) = f(v).
Ona : f(u—v) = f(u) — f(v) = Op.
Donc : u— v € ker(f).
Puisque ker(f) = {0Og}, on a donc : u—v=0g. Dot :u=nw.

‘L’application f est donc injective. ‘

Exemple III.1. 1. Soit f z - <§j3>
z

Nous laissons le soin au lecteur de ce document de démontrer la linéarité de f.
D’aprés la définition de ker(f), on a :

x x
ker(f) = Y €R3/<:jy):<8) = y| €R® /Jor+y=0etz—y=0
z Y z
x Ly=0 _ T =—
On a donc : |y | €ker(f) < Y= = {777 = Jaer y=a
P Z—Y= zZ=y
z
T —a 1
< daeR yl=1 a |=all
z o 1
-1

On en déduit que |ker(f) =vect | 1
1
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0
En particulier, on a : ker(f) # { (0) }
0

’ L’application f n’est donc pas injective. ‘

R? — R?

x ytz
2. Soit f T+ z
Y —
z Ty
r+y+z
Nous laissons a nouveau lecteur de ce document rédiger la démonstration de la linéarité de f.
y+z 0
x T+ z 0
. — 3 —
On a : ker(f)= Z eR’/ Tty =10
z+y+=z 0
x
= y| eR® /y+z=0ctax+z=0ctz+y=0ctazty+2=0
z
y+2=0 y+2z=0
x
Done : |y | €ker(f) — rhe — T2
z+y=0 Lg+L3z—Ly z—2z=0
z La+Li—%(L1+La+L3)
z+y+z2=0 0=0
=Y x 0
= Jr=—2 = r=y=2=0 << |y]| =10
T=2z z 0
0
Donc :|ker(f) = 0
0
D’ou :|f est injective.
Ry[X] — R?
3. Soit v : P(1)
P — <P(2)

Nous laissons a nouveau lecteur de ce document rédiger la démonstration de la linéarité de .
Ona :ker(p) — {P € Ro[X] / ng) _ <8>} — (P eRy[X] / P(1) = 0 et P(2) = 0}
Donec : Peker(p) < P(1)=P(2)=0 <<= JQeR[X] P=(X-1)(X-2)Q

Or :deg((X — 1)(X —2)Q) =2+ deg(Q).

Donc :deg((X —1)(X —2)Q) <2 <= deg(Q) <0 <= Q€R.

Doty : P €ker(p) <= JacR P=a(X -1)(X—-2).

On en déduit :|ker(yp) = vect((X — 1)(X —2))
En particulier, ker(p) # {0}

L’application ¢ n’est donc pas injective. ‘

I11.2 Image d’une application linéaire

Définition II1.2 (Image d’une application linéaire). Soit f € L(E, F).
L’image de [ notée Im(f) l’ensemble :

Im(f)=f(E)={veF /FueE v=f(u)
Remarque IIL1.2. On a donc :Yv € F veker(f) < (ue E f(u)=v)

Proposition IT1.3 (Structure de Im(f)). Soit f € L(E, F).
Alors Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.

Démonstration. 1. Puisque f est & valeurs dans F, on a : ‘Im(f) = f(F) C F‘

2. Ona : f(0g) =0p. Donc :0p € Im(f). Ainsi : |Im(f) # 0
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3. Soient (v1,v3) € (Im(f))2 et (o, B) € K2
Montrons que v = a.vy + S.v3 € Im(f).
On cherche donc u € E tel que v = f(u).
On a :wu; € Im(f) et ug € Im(f).
Il existe donc u; € F et us € E tel que : v1 = f(u1) et va = f(uz).
Ainsi 1 v =aw; + Bvg = a.f(ur) + B.f(ug) = f(a.u1 + ﬂ.ug)
On pose donc : u = a.uj + S.uz et on obtient : v = f(u).
D’ou : ‘v = a.v1 + B.vg € Im(f) ‘

‘ On en déduit que Im(f) est un sous-espace vectoriel de F. ‘ O

Proposition ITI.4 (Caractérisarion d’une application linéaire surjective). Soit f € L(E, F).
L’application f est surjective si, et seulement si Im(f) = F.

Démonstration. ‘L’application f est surjective < f(E)=F <= Im(f)= F‘ O

R? — R*

y+z
Exemple II1.2. Nous reprenons Uapplication : f : * . T4z
g z+y
rT+y+z
Déterminons Im(f).
o a
8 y S\ _ |5
Ona :Im(f)= 5 eR* /3|yl eR® flyl|= -
5 : : 5
Nous proposons deux méthodes différentes :
o @
B y S\ _ |5
1. Onadonc : clm(f) < Iyl eR® fly|=
5 z s
. a y+z 0 1 1
3 Bl _ T4z . 1 0 1
— 7 Z eR 5 vty =z | +y 1 +z 0
6 T+y+z -1 -1 -1
0 1 1
L 1 0 1
Ainsi ;| Im(f) = vect t Lo
—1 —1 -1
e
T x 3
2. On considere ’équation d’inconnue |y | suivante : f |y | = (E).
z z 7
1)
o
Le vecteur f est un élément de Im(f) si, et seulement si, I’équation (E) admet au moins une solution.
1)
y+z=« r=a—90 r=a—9
Ona :(F) < x+z_ﬂ L= y_ﬂ 5 = y_ﬁ 5
TrY=79 e |77 =07
r4+y+z=0 ILscla-ls \z4+y+2z=9 a+B8+v—-26=0

L’équation (E) admet donc une solution si, et seulement si o+ 8+ — 2§ = 0.

‘ Ainsi, Im(f) est le sous-ensemble de R* d’équation o + f+~v — 26 = 0.

Ainsi, Im(f) # R%.
‘L’application f n’est donc pas surjective.
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I11.3 Equations linéaires

Définition II1.3 (Equation linéaire). Une équation linéaire est une équation d’inconnue x € E de la forme :

fl@)=b (&)

ou :

1. fe L(E,F).

2. be F est fixé et est appelé second membre de ’équation.
Proposition ITL.5 (Structure des solutions d’une équation linéaire). Les solutions de I’équation linéaire ()
est :

1. soit vide.

2. soit un sous-espace affine de E dont la direction est ker(f).

i.e. si xg € E est une solution "particuliére” (£), alors ’ensemble des solutions de (€) est : xo + ker(f).

Démonstration. On suppose que zg est une solution ”particuliere” de (£).
On note S, Pensemble des solutions de ().
Montrons que : S =z + ker(f).

C Soit z € S.
Ona :2=2x9+ (x— x9).
Or : f(x —x0) = f(x) — f(xg) =b—b=0. Dot : x — xg € ker(f).
Ainsi : x € xg + ker(f) et donc :‘Scxo+ker(f)‘

D Soit x € xg + ker(f).
1l existe u € ker(f) tel que : x = g + u.
On a donc : f(z) = f(zo +u) = f(zo) + f(u) =b+0p =b.
x est donc une solution de (£). D’ou : ‘xo + ker(f) C S‘

Ainsi :‘S:xo—i—ker(f)‘ O

Remarque II1.3 (Méthode de résolution d’une équation linéaire). Par la proposition précédente, la résolution
d’une équation linéaire (£) se fait en deux étapes :

1. On trouve une solution particuliére xo de (E).

2. On détermine ker(f).
i.e. On détermine l’ensemble des solutions de I’équation "homogéne” :

f(@) =0r (&)
L’ensemble des solutions de (€) est alors : xg + ker(f).

Proposition IT1.6 (Principe de superposition). Soient (by,by) € F? et (a, ) tel que : b= a.by + (.bs.
Soient (x1,x9) € E? tel que : f(x1) = by et f(xo) = by.
Alors : xg = a.x1 + B.x2 est une solution de (£).

Démonstration. On a : f(zo) = fla.xy + B.x2)

=a.f(z1) + B.f(z2)
=a.b;+6.by=0

xo = a.x1 + B.x2 est bien une solution de (). ‘ O]

Remarque II1.4. On a un résultat similaire lorsque b s’écrit sous la forme d’une combinaison linéaire.

Exemple II1.3. Soit (a,b,c) € R3.
Résolvons le systéeme d’équation linéaire :

r+y+z=a
y+z=> (S)

zZ==cC
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R? — R3

; _— o oy ; . L. T rT+y+z
L’application linéaire associée a cette équation est : f : Y . Ytz
z z
a
D’autre part, le second membre de l’équation est : | b
x a
En effet, on a bien :(S) <= fly] =|b
z c
a 1 0 0
Or :|b]l=a|0]+b|1]+4+c|O
c 0 0 1

Pour résoudre (S

~

, on résout trois systémes plus simple :

z+y+z=1 x 1
y+2=0 — |y|=1|0
z=0 z 0
y+z=1 <= y| = 1
z=0 z 0
r+y+z2=0 T 0
y+2=0 <= yl=1-1
z=1 z 1
T 1 -1 0 a—b
Par le principe de superposition, on a : (S) < |y| =a 0] +0| 1 | +c|-1|=[b—-c¢
z 0 0 1 c
a—b
L’unique solution de (S) est donc : | b—c
c
IV  Applications linéaires particulieres
IV.1 Applications linéaires définies sur K"
On fixe : n€N.
0
0
Notation : Dans cette sous-partie, on note e; € K" le vecteur :e; = [ 1 | i®™° ligne
0
0

Proposition IV.1 (Caractérisation d’une application linéaire de K" dans E). Soit : f: K" — E.
Alors, Uapplication f est une application linéaire si, et seulement si il existe une unique famille de vecteurs
(u;)_q € E™ tels que :

T
T2 n
V(ri)i, € K" f((%)?:l) =f = Z%‘Ui
: i=1
Ln

Démonstration. 1. On suppose que f est une application linéaire.
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. 1 0 0
xl 0 1 0 .
2
Existence : Ona : (z;)i,=] . | == 0f 4+ To O +... ¢ Ty 0f = inei.
: : : i=1
on 0 0 1

Dot : f((@i)ina) = Y _wif(e:):
On pose u; = f(e;). -

v N,
D’ou : 55221 E%Uz

Unicité : Soit (u;)j_; € E™ tel que : V(z;)i; € K*  f((2:)i2) inuz

On aalors : Vi€ [1,n] f(e) = u;.
‘ On en déduit que la famille (u;)j; est unique. ‘

2. Soit (u;)i=, € E™ tel que : V()i € K™ f((zi)iy) Zx u;.

Montrons que f est une application linéaire.

Soient (x;)iq, (yi)i—q et (o, B) € K2.

Ona :o.(z)isy + Byi)izy = (axi + B.yi)-
n

()
Donc : f(a.(xi)?zl + B(yl)?zl) = Z(a.xi + Byi)u;

i=1

n n
= a. leul + ﬁZyzuZ
i=1 i=1

= o f((u)iy) + B.f ((i)iy)

L’application f est donc linéaire. ‘

Corollaire IV.1 (Caractérisation d’une application linéaire de K" dans K). Soit f : K" — K.
Alors, Uapplication [ est linéaire si, et seulement si, il exste ()7, € K tel que :

V(z)is, € K" f((ai)iny) = Zai~xi
i=1

Exemple IV.1. 1. Une application linéaire de K* dans K est de la forme :

K}* — K
. xz N 3
fe Yy — ax+py+vy.z ol(e §,7) €K
z

2. Une application linéaire de K* dans K? est de la forme :
K> — K2

xr N
f: - <a1.x+61.y+%-Z> o (a1, B1,71, a2, B2,72) € K°

Z a2.x—|—,32.y—|—’yg.z

a p

Remarquons que f est caractérisé par la donnée du tableau de nombre : (a, g 3,) appelé la matrice

de f de la base canonique de K> vers la base canonique de K?. Nous détaillerons tout cela dans un prochain
chapitre.

IV.2 Projections - Projecteurs
Définition IV.1 (Projection). Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. (i.e. E = F®QG).
La projection sur F parallélement a G est l'application :

JE — E
p: u —> Uy Siu=u; +uy avecus € Fetuy € G
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Remarque IV.1. Puisque E = F ® G, pour tout u € E, il existe un unique couple (ui,us) € F x G tel que
U= uy + us.
Ainsi, Uapplication p est bien définie.

U2

U2

p(u) = u1

Proposition IV.2 (Propriété de p). L’application p est une application linéaire telle que :

1. ker(p) =G 3. pip =1Idr et pg =0
2. Im(p) = F 4. pop=p
Démonstration. 0. Montrons que ’application p est linéaire.

Soient (u,v) € E? et (o, B) € K2.
Il existe (u1,u2) € F X G et (v1,v2) € F x G tel que u = uj + ug et v = vy + vs.
On a alors : p(u) = uy et : p(v) = vy.
D’autre part : a.u+ S.v = a.(ug + uz) + B.(v1 + v2)
= (aug + B.v1) + (@us + B.v9)
Or : awuy 4+ B € F et aus + B.ug € G.

Dou : p(au+ B.v) = auy + B.vp. Ainsi : ‘p(a.u + B.w) = a.p(u) + B.p(v) ‘
‘ L’application p est donc linéaire. ‘

1. Montrons que ker(p) = G.
Soit u € ker(p).
Il existe (u1,u2) € F x G tel que : u = uy + us.
On a alors : p(u) =uy = 0p.
Donc :u=us €G.
D’ou : ker(p) C G

Soit u € G.

Ona :u=0g+u.
Or :0pe Fetued.
Donc : p(u) =0g.
Dot : u € ker(p).
Ainsi G C ker(p)

On en déduit : |ker(p) =G

On a démontré également Yu € G p(u) = O et donc :
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2. Montrons que Im(p) = F.
Soit v € Im(p). Il existe u € E tel que : v = p(u).
1l existe (u1,us) € F' X G tel que : u = u1 + us.
On a alors :v=p(u) =u; € F.
D’ou :Im(p) C F

Soit v € F.
Ona :v=v+4+0g,veE Fetlged.
Donc : v = p(v) € Im(p).

D’olt : F C ker(p) On en déduit :|Im(p) = F | On a démontré également Yo € F p(v) = v et donc :

3. Montrons que pop = p.
Soit u € E.
On a :Im(p)=F.
Donc : p(u) € F.
Or PIF = IdF.
Donc : p(p(u)) = p(u).

On en déduit que :

Proposition IV.3. Soit q la projection sur @ parallément ¢ F. Alors :

1. ¢g=Idg —p 3. F =Im(p) = ker(q) = ker(Idg — p)
2. p=Idg —gq 4. G =ker(p) =Im(q) = Im(Idg — p)

Démonstration. Soit u € E.
Il existe (u1,u2) € F x G tel que : u = uy + us.
On a alors : p(u) = uy et ¢(u) = us. Done : p(u) + ¢(u) = u. D’ou : g(u) =u — p(u).

1
Exemple IV.2. Soient F le sous-ensemble de R® d’équation v +y+ 2z =0 et G = vect [ —1

1
Déterminons la projection sur F' parallélement a G.

1. Montrons que R®* = F & G.

0
(a) Montrons que FNG = 0
0
x
Soit |y | € FNG.
z
T 1 «
Il eristea e R tel que |y | =a | —-1)| = | —«
z 1 «
D’aprés léquation de F', ona :a—a+a=a=0.
x 0
Dou : |yl =10
z 0
0
On en déduit que : FNG = 0
0

x
(b) Soit |y | € R3.
z
T
On cherche uy € F et us € G tel que :up+us = |y (E).
z
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x
Ona :(E) <= ui= |y | —us.
z
T 1
On cherche d’abord a e R tel |y | —a | -1 € F.
z 1
x 1 -«
Or Yyl —al| -1 Y+ a
z 1 Z—«
T 1
Donc : |y —al|l-1|€F < (@—-a)+y+a)+(z—a)=0
z 1
— r4+y+z—a=0 << a=r+y+=z
1 T 1
On pose donc :us = (x+y+z)| -1 etur=u—uw= |y | —(x+y+2)|-1] =
1 z 1

Or :(—y—2)+(x+2y+2)+(—xz—y)=0.
On a donc :uy € F, us € G et u=uy + us.
Ainsi :E=F+G

On en déduit que :|E=F &G

x
2.0na :ply]| =uy.
z
x —y—z
Dou :\ply|l=|z+2y+=
z —r—y

Nous voulons caractériser de maniere pratique les projections. Pour cela, nous introduisons la notion de

projecteur qui sont les applications qui vérifient la propriété 4 de la proposition précédente :

Définition IV.2 (Projecteur). Soit p € L(E). L’application p est un projecteur de E si

poep=p

Proposition IV.4 (Caractérisation des projections). Soit p un projecteur de E.
Alors, Uapplication p est la projection sur Im(p) parallélement a ker(p).

Démonstration. 1. Montrons d’abord que E = Im(p) @ ker(p).
(a) Montrons que Im(p) Nker(p) = {0g}.
Soit u € Im(p) Nker(p).
On a donc : p(u) =0g
et il existe v € E tel que : u = p(v).

Puisque p = pop, on ontient : u = p(v) = p(p(v)) = p(u) = 0g. On en déduit que : Im(p) Nker(p) = {0g}

(b) Montrons que Im(p) + ker(p) = E.
Soit u € E.
On cherche u; € Im(p) et us € ker(p) tel que : u = uy + us.
Remarque IV.2. Sip est un projection, alors :wu; = p(u) et donc : us = u — p(u).
Ona :u=pu)+ (u—pu)).
Or : p(u) € Im(p)
et :p(u—p(u) =p(u) = p(p(w)) = p(u) - p(u) = 0p.
Donc : u— p(u) € ker(f).
Donc : u; = p(u) et ug = u — p(u) conviennent.
On en déduit que : Im(p) + ker(p) = E

On en déduit que : ‘Im(p) @ ker(p) = E‘

2. Soit p la projection sur Im(p) parallelement ker(p).
On a : p(u) = uy = p(u).

Donc : p=p. ‘L’application p est donc la projection sur Im(p) parallelement & ker(p). ‘
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R} — R3
. . y+z
Exemple IV.3. Soitp : R T M
—4x +y+ 5z
1. Montrons que p est un projection.
x
Soit |y | € R3.
z
Y+ z dx+3y—2 —dx+y+52
* 4x+§yfz 1 Zfllac—&-?)y—z é4x—|—y—|—5z
Ona :plply)|=pr| ——F— |=7| W+2)+3 - ;
z —4dx +y+ 5z 4x+§y—z —4dx +y+ 52
—ryTeR ~(y+2)+ +5
4 4 4
y+z
=-| 4dx+4+3y—z
—4dzr 4+ y+ 5z
x x
Donc :pp|y =ply
z z
D’oupop=np.
L’application p est donc un projecteur.
’ L’application p est donc la projection sur Im(p) parallélement a ker(p). ‘
2. Précisons les caractéristiques de p.
z z 0
(a) Ona : |y | €ker(p) < ply| =10
z z 0
y+z2=0 y+z=0
— (4x+3y—2=0 dr+3y—2=0
Ly Ls+Lo
—4drx+y+52=0 dy+42=0
y+z=0 — Yy=—z
dr+3y—2=0 dr —42 =0
T e} 1
y=-=
<:>{ < daeR yl=—-a|l=a|-1
r== z « 1
1
Donc :|ker(p) = vect | —1
1
(b) On a :Im(p) = ker(Id —p).
T T y+z dr —y—z 1
1 do —y —
Ona :(Id=p)|(y| =1y —1 dx4+3y—z | == -4dzx+y+=z :% -1
z z —4x +y+ 52 4o —y—z 1
x
Donc : |y | €lm(p) <= dox—y—2=0 < z=4dax—y
z
x «a 1 0
< J(a,p) €R? y| = B =al0|+p]| 1
z 4o — 4 -1
1 0
D’ot :|Im(p) = vect 0], 1
4 -1
1 0 1
L’application p est donc la projection sur vect 0], 1 parallélement a vect | —1
4 -1 1
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IV.3 Symétrie

Définition IV.3 (Symétrie linéaire). Soient F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. (i.e.
E=FaGqG)
La symétrie (linéaire) d’axe F et de direction G est Uapplication :

o EFE — F
’ U > UL — Uz  Stu=u +us avec u; € F et ug € G

uy

U2

/ \ /
/ \ /
/ vsu)_ul—ug

Proposition IV.5 (Lien entre symétrie et projection). Soit p la projection sur F' parallélement a G.
Alors

1. s=2p—1Idg
1
2. p= g(IdE + s)
Démonstration. Soit u € E.

Il existe u; € F et ug € G tel que u = u3 +ug. On a : u; = p(u) et ug = u — p(u).
Donc : s(u) = uy —uz = p(u) — (u — p(u)) = 2p(u) — .

1
D’ou : et donc :|p= §(IdE + ) O

Proposition IV.6 (Propriété de s). L’application s est une application linéaire tel que :

1. F =ker(Idg — s) 3. sip = IdF et s)g =Idg
2. G =ker(Idg + s) 4. sos=1Idg
Démonstration. 1. L’application s est une combinaison linéaire des applications linéaires de p et de Idg.

D'ou :|se€ L(E)

2. On a : F =ker(Idg — p).
Soit u € E.
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1
Ona :ueF < ueker(ldg—p) < u-—pu) =0 = u—g(IdE—l—s)(u):OE
< 2u—(u+s(u) =0 < u—s(u) =0 < (Idg —s)(u) =0g
< wu € ker(Idg — s)
Dioit :| F = ker(Idp — s) |

3. On a : G = ker(p).
Soit v € E.

1
Ona : ueG < ucker(p) < pu) =0 < §(IdE—|—s)(u):OE
— u+su)=0g < (Idg+$)(u) =0 <= u € ker(ldg + s)
D’ou :’G:ker(IdE—l—s)‘

4. Soit u € F.
Ona :u€ker(Idg — s).
Donc : (Idg — s)(u) = u — s(u) = 0p.
Dou : s(u) =wu. Ainsi :

5. Soit u € G.
On a :u€ker(Idg + s).
Donc : (Idg + s)(u) = u + s(u) = 0g.

Dou : s(u) = —u. Ainsi :

6. Ona :s=2p—Idg.
D’autre part :poldg =Idgop =p.
p et Idg commutent entre eux.
Donc :sos=(2p—Idg)o(2p—Idg) =2po2p—2.2poldg +Idgoldy =4pop —4p + 1dg.
Puisque p est une projection, ona : pop=p.

Dou :sos=4p —4p+ Idg et donc :

1 2 1
Exemple IV.4. Soient F' = Vect -21,1-1 et G = Vect 3

1 1 -1
Déterminons la symétrie d’axe F et de direction G.

1. Montrons d’abord que R® = F ¢ G.
T
Soitu= [y | eR>.
z
On résout ’équation d’inconnue u; € F et ug € G :

up +us=u (E)

Il existe (a, ) € R? et v € R tel que :

1 2 a+28 1 5
uy=al|l-2|+8|-1|=|-2a-—8| etug=~[ 3 | = | 3y
1 1 a+p -1 —y

a+26 y a+28+y

Donc :u1+us=\|-2a—-8|+ 37| =|-2a—-8+3y

atf - at+ -
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a+284+v== a+284+v==
Dot : (E) <= {—-2a—8B+3vy=y = 36+5y=2z+y
Lo+ Lo+2L4
O¢—|-,B—’Y=Z L3<+Li1—L3 B+2’y=$—2
a+28+y== a=zr—20—-v=2x—-3y—"7z
— B+2y=x—2 = (f=x—z—2y=—x+2y+ 5z
Lo+ L3
L3«3Ls—Lz |\y=x—y— 32 y=x—y—3z
2 Y+ 3z
=Q2r—-3y—Tz)| 2|+ (—x+2y+5z)| 1| =|-3z+4y+9z
1 oy
PN r—y—2z
1 T—y—3z
w=@—-y—32)| 3 |=[32-3y—92
—r+y+3z
On en déduit que :|R®>=F ® G
y+ 3z rT—y—3z
2.0na :s(u)=uy—us=|-3x+4y+9z| — | 3z -3y —9z
r—y—2z —zr+y+3z
T —x + 2y 4 62
Donc :|s|y| =1[—-6x+Ty+ 182
z 2¢ — 2y — bz

Nous voulons caractériser de maniere pratique les symétries. Pour cela, nous introduisons la notion d’involution
qui sont les applications qui vérifient la propriété 4 de la proposition précédente :

Définition IV.4 (Involution). Soit s € L(E). L’application s est une involution si
sos=1dg

Proposition IV.7 (Caractérisation des symétries). Soit s € L(E) une involution.
Alors, s est la symétrie d’axe ker(Idg — s) et de direction ker(Idg + s).

1
Démonstration. On pose p = §(IdE + 5).

1 1 1 1
Ona : pop= (2(IdE—|—s)) o (2(IdE +s)> = Z(IdQE +2IdEos+s2) = Z(IdE+2s+IdE)

= %(Id E+ 3) =p
L’application p est donc la projection sur F' = ker(Idg — p) parallelement & G = ker(p).
Or :s=2p—1dg.
L’application s est donc la symétrie sur F' parallelement a G.

Par la proposition précédente, s est la symétrie d’axe ker(Idg — s) et de direction ker(Idg + s). ‘ O

R? — R?

Exemple IV.5. Soit s : NN % +y— 4z
z —r—y+=z

Montrons que s est un symétrie et précisons ses caractéristiques.

L’application s est linéaire.

2. Montrons que so s = Idgs.

x
Soit |y | € R3.
z
x —3z —2y+4z —3(—3z —2y+4z) —22x +y—4z) +4(—x —y + 2)
Ona :(sos) |y (2x+y—4z = 2(-3z—-2y+42)+2x+y—4z) —4(—x—y+ %)
z —x—y+z —(=3x—2y+4z)— 2x+y—4z)+(—x—y+2)
x
=1v

L’application s est une symétrie.
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3. L’axe de s est ker(s — Idgs).

T
Soitu= [y | eR>.
z
—3x — 2y + 4z x 0 —4x — 2y + 4z 0
Ona : u€ker(s—Idgs) < 2t+y—4z |-y =|0] = 2r — 4z =10
-z —y+=z z 0 - —y 0
2rty—2z= 2x—x—2.£:0y:—x
— {x—-22=0 — r 2
o
z+y=0 2
T € . 2
N I A
<~ Z =z |73 12
2
2
L’axe de la symétrie s est ker(s — Idgs) = Vect | —2 |.
1
4. La direction de s est ker(s + Idgs).
T
Soitu= [y | eR>.
z
-3z — 2y +4z x 0 —2z — 2y + 4z 0
Ona : u€ker(s+Idgs) < 2r+y—4z |+ |y =10] 20 4+2y—4z | = |0
—r—y+z z 0 —x—y+2z 0
— T-yY+22=0 <= z=y—22
T y— 2z 1 -2
— |y | = Y =yl1l]+=2] 0
z z 0 1
1 -2
La direction de la symétrie s est ker(s + Idgs) = Vect 11,10
0 1
2 1 —2
L’application s est la symétrie d’aze Vect | —2 | et de direction Vect 11,10
1 0 1

IV.4 Affinités

La notion d’affinité généralise les notions de projection et de symétrie.

Définition IV.5 (Affinité). Soient F' et G deuz sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. (i.e. E=F ®G)
Soit o € K\ {1} L’affinité de rapport o par rapport ¢ F parallélement ¢ G est Uapplication :

e rF — FE
’ U > UL — Uy Stu=1u;+us avecu; € Fetuy € G

Remarque IV.3. 1. Sia =0, alors f est une projection.

2. Sia=1, alors f est une symétrie.

Proposition IV.8 (Propriété de f). L’application f est une application linéaire tel que :
1. F=ker(f —Idg) et G =ker(f — aldg)

2. Si o # 0, alors Uapplication f est bijective et sa réciproque est Uaffinité de rapport o~ par rapport & F
parallélement a G.



