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La fonction f est dérivable sur I’ensemble :

D' =] — 0o, —1[U] — 1,0[U]0, 1[U]1, +o0[

Exercice 1 : Etude d’une fonction

1. Les fonctions arccos et arcsin sont définies sur [—1, 1].

Remarque 0.1. A ce stade, il n’est pas acquis que la fonction f n’est
pas dériwable en —1, 0 et 1. Nous savons seulement que les régles usuelles
de dérivabilité ne s’applique pas en ces points. Il est nécessaire d’étudier
spécifiquement la dérivabilité de f en ces points.

Soit x € R. )

-z 1—22 2—(1+22 2
Ona:—1§1+z2§1<:>—x2—1§x2—1§m2+1. (b) Remarquons que : 1+x2: 1(++2x):1+ 5 — 1,
Ce dernier encadrement est vrai quel que soit = € R. x2 * v

2
— 1 — g2 \/(1+x2)27(17:1:2)2
D -1 < <1. 1— =
one ~ 1+ T (1—1—3:2) 1+ a2
Ona:—1§T22§1<:>—1—m2§2x§1+m2 VI 2
1+22 1422

> (0<z’+2z+1let0<a®—2z+1)

Or :x2+2x+1:(a:+1)220etx272x+1:(x71)220. T ( 2 )2 (1+22)? — 422

2 : o 2 - 2
Donc:—lg1 x2§1. 1+ 1+x

T  Wat =222+ 1

‘ On en déduit que f est définie sur R. ‘ 1+ 22
De plus, f est une somme de composées de fonctions continues. (2 —-1)2 |22 — 1]
- 2 - 2
’ La fonction f est continue sur R. ‘ 2%;+ z I+a
5 Soit g la fonction définie sur R par : g(z) = T2
x

2 1-—
2. (a) Les fonctions | z — —= Vet (2 = ) sont des fractions de fonc-
1+ 22 1+ 22

La fonction g est une fraction de fonctions dérivables. Elle est donc dérivable.
2(1 +22) — 42?2 2(1 —2?)

tions polynomiales et sont donc dérivables. De plus : ¢'(z) = 3 — VR
De plus, le domaine de dérivabilité de arcsin et arccos est | — 1, 1[. (1+22) ) (1+22) ) )
Par composée de fonctions dérivables, la fonction f est dérivable en x si Ona : f/(z)= —4z = 1+a”\ 2(1-z ) 14z
1— a2 @ (1+22)? 2|z| (1+22)? |22 — 1|
< —Z <let—l<—0 <1 5
14 2?2 , 1+ 22 , Dot (@) (;U+.CC—1 2
- 1—ux 2x oS = A T o) 122
A P - _ _ +
On r2esout R (Bn), 5 = (E2), - Fpc il (E3) | 2|~ |z2 =1 x
ot 1 x =1 (B, 3. (a) On traite quatre cas :
iy 2 2 2 i. Sizel—o0,—1[ :
Or : (By) <= 1l—2"=1+42"° < 22°=0 < 2=0 x
9 5 Ona :2<0.Donc : |z|]=—z Dou : — = —1.
(Br) — l-z"=-1-2° < 1=-1 ||
2
-1
(B3) <= 20=1+2" < 2°—22+1=0 Ona:x<71.Donc::17271>O.D’0f1:%:1.
22—
= (-1 =0 <= zv=1 D’ou : f'(z) = 0.
et 1 (By) <= 20=—-1-2° < 2°4+22+1=0
I  existe donc une constante C} € R telle

= (2+1)?=0 <= z=-1
Ainsi, la fonction est dérivableen z € Rsix #0, x # 1 et x # —1.

que :Vz €] —oo,—1] f(x)=Ch.




(b) On a

ii. Sizel—1,0] :

Ona :z<0.Donc : |z| =—z. Dou :%:—1.
T
9 2 -1
Ona : —1<z<1 Donc :2°—1<0.D’ou :W:—l.
72 —
Dou : f'(z) = 4
' 1422
I1  existe donc wune constante Cy c R telle
que :Vz€]—1,0] f(zr)=—4arctan(x) + Cs.
iii. Six€l0,1] :
Ona :2>0.Donc : |z|==x. Dou :%:1.
T
2 z? -1
Ona :—-1<x<1. Donc :2°—1<0.Dou :W:—l.
72 —
D’ou : f'(z) = 0.
I  existe donc une constante Cj c R telle
que :Vz€]0,1] f(z) = Cs.
iv. Siz €]l,+o0] :
Ona :2>0.Donc : |z|==x. Dou :ﬁzl.
T
9 2 —1
Ona :x>1.Donc :2°—1>0.Dott : ——— =
7= 1]
D'ou : f'(z) = 4
' T 1422
II  existe donc une constante Cy S R  telle

que :Vz €]l,+oo] f(x)=4arctan(x) + Cy.

: f(=1) = arccos(0) — arcsin(—1) = Ty I

2 2
Sur | — oo, —1[,on a : f(z) = Ci.
La fonction f est continue en —1.
Donc : f(-1) = lim1 f(z) =Ch.
rT—r— 17

Sur | —1,0[, on a : f(z) = —4arctan(z) + Cs.
La fonction f est continue en —1.

Donc : f(—=1) = lim . f(z) = —4arctan(—1) + Cy = 7 + Cs.
r—>—1

On a : f(1) = arccos(0) — arcsin(1l) =

Sur ]0,1[, on a : f(z) = Cs.

71'
5—0.

|

La fonction f est continue en 1.

Donc : f(1) = lirri f(z) =Cs.
z—s1—

Sur |1,4o0[, on a : f(x) = 4arctan(x) + Cy.

La fonction f est continue en 1.

Donc : f(1) = lim+ f(z) =4arctan(l) + Cy = 7 + Cl.
z—>1

Etude de la dérivabilité en —1

f@) — f(=1)

Siz€]—o0,—1[,ona : =0.
z+1
Donc : lim M =0.
T—s—1- z+1
Siz €]-1,0[,ona : J@) = /(=) S arctan(z) — = _4arctan(a:) * %.
z+1 T 13: +1 )
Or, la fonction arctan est dérivable en —1 et arctan’(—1) = ———— = —.
1+(-1)2 2
Donc : lim 7]0(@ — /=D =—
z—s—1- z+1

On en déduit que la fonction f n’est pas dérivable en —1. De plus,
la fonction f admet une demi-tangente horizontale & gauche et
une demi-tangente de pente —2 & droite en —1.

Etude de la dérivabilité en 0

Size|-1,0,ona : LSO __ arctan()
x x

Or, la fonction arctan est dérivable en 0 et arctan’(0) = 1.
Donc : lim M — 4

z—0~ €T
iz 01 ona : L0
Donc : lim f(x) = 1(0) 0.

r—0t €T

On en déduit que la fonction f n’est pas dérivable en 0. De plus,
la fonction f admet une demi-tangente de pente —4 a gauche et
une demi-tangente horizontale & droite en 0.

Etude de la dérivabilité en 1

Siz €]0,1[, on a : w =0.
Donc : lim M =0.
z—1— r—1



f(x)— f(1)  4arctan(z) — 7 arctan(z) — 2

Siz €]l,+o0f, on a : = =

4
z—1 z—1 ) rz—1
Or, la fonction arctan est dérivable en 1 et arctan’(1) = 3
—f(1
Donc : lim M =2.
z—1t z—1

On en déduit que la fonction f n’est pas dérivable en 1. De plus, la
fonction f admet une demi-tangente horizontale a gauche et une
demi-tangente de pente 2 a droite en 1.

‘Le domaine de dérivabilité de f est bien D’.

5. Sur ]1,+o0[, on a : f(x) = 4arctan(x) — 7.

Donc : zﬂfﬂoo f(z) = 4.5 —m Dou : xﬂfﬂoo flx)=m
On a la figure suivante :
Yy
ol 7 x
6. (a) Ona :
1 — tan? (2
cos(f) = n2 (3)
1+ tan (5)
2tan (¢
sin(6) = 22)0
1+ tan? ()

(b) On pose : 0 = 2arctan(z).

On a alors : z =tan | =

1 — tan? (4 2 tan (4
D’ou : f(x) = arccos L(Q) — arcsin L(Q)e .
1 1+ tan? (5)
= arccos(cos(6)) — arcsin(sin(f))
On traite quatre cas :
i. Size€]—o00,-1] :
on a : arctan(z) € }—ﬁ —E}
: 5 1)

Donc : 6 €:|*7T,7zi|.

Sofy - s e _r
Dou : -0 € [Q,W[et T—0¢€ [ 2,0[
Par conséquent : arccos(cos(f)) = arccos(cos(—6)) = —0
et arcsin(sin(f)) = arcsin(sin(—7 — 0)) = —7 — 6.
On en déduit : f(z) =7
i, Size[-1,0] :
7r
ona : arctan(l;z € [_Z’O]
Donc : 0 € {—2;0]
Dol : —0 € [0,5]
Par conséquent : arccos(cos(#)) = arccos(cos(—6)) = —0
et arcsin(sin(9)) = 6.
On en déduit : f(z) = —20 = —4 arctan(z)
i, Size[-1,0] :
7r
on a : arctan(z) € [0, Z}

Donc : 0 € [0, g}
Par conséquent : arccos(cos(#)) = 6 et arcsin(sin(6)) = 0.
On en déduit : f(x) =0
iv. Siz e [1,400] :
: arctan(z) € [z E[
ona :arc ¢ 1ol
Donc : 0 € {2771-[.77
D’out :77—96}0,5]
Par conséquent : arccos(cos(6)) = 6
et arcsin(sin(f)) = arcsin(sin(r — 0)) = 7 — 6.
On en déduit que : f(z) =7 — 20 = 7 — 4arctan(x)
Nous avons donc établi :

™ si s €] — o0, —1]
_J —4arctan(x) si s € [—1,0]
f@) = 0 si s €[0,1]

4arctan(z) — 7 sis € [1,+oo]

Probléme 1 : Etude de fonctions et d’une suite

Partie I : Prolégoménes
1. (a) Ona :|z|>0 < =z #0.
‘La fonction g est donc définie sur R*.




(b) Remarquons que

cg(x)=1-— % —In (|z|)

Ona : lim In(|z[) =+occ.et : lim = =0.
T—>—00 T—>—00 I
Dot :| lim g(z)=—-00
T—r—00
Ona : lim In(|z]) =+occet : lim —=0.
r—+00 rx—+oc0o X
D’ou : xgrrioog(x) = —00
Ona : lim In(|z]) =—-ccet : lim — = —o0.
r—0" r—0~ X
Dou :| lim g(z)=+o0
z—0~
1
Ona :g(x)= - (z—1+zn(|z])).

Or : lim xn(|z]) =0.
z—0t
Donc : lim+x—1+xln (|z|) = —1.

x—0
. 1

Or : lim — = +oo.
r—0t+t T

Don :[ 1i =
ou :| lim, g(x) 00

La fonction g est une composée de fonctions dérivables. Elle est donc déri-
vable.

1 1 11—z
De pl i) = = — = = .
e plus : ¢'(x) e -
On en déduit le tableau de variations suivants :
T —00 0 1 +00
g (x) + + 0 —
+00 0

—00 —00 —00

La fonction g est continue et strictement croissante sur R™*.
De plus, lim g(z) =—-occet lim g(z)= +oo.
r—>—00 z—0—

La fonction g est donc une bijection de R™ dans R.

‘H existe donc un unique réel négatif tel que : g(a) = 0. ‘

Pour déterminer une valeur approchée, on balaye R™ d’unité en unité de

2.

maniére décroissante en partant de —1. Lorsque ’on constate un changement
de signe de g entre deux valeurs x( et 2o + 1, nous savons grace a la crois-
sance de g que « est un élément de [zg,zg + 1]. On balaye alors I'intervalle
[0, zo + 1] avec de 0,1 en 0, 1. Lorsque 'on constate un changement de signe
de g entre deux valeurs x; et 1 +0,1, nous savons que :z; < a < x;+0,1.
En pratique, on a les tableaux de valeurs suivants :

x -1 -2 -3 —4

g(x) | 2,00 |0,81|0,23 | —0,14

et :

T -3 -3,1 | =-3,2 | =3,3 | =3,4 | —3,5 —-3,6
g(x) 10,235 | 0,191 | 0,149 | 0,109 | 0,070 | 0,033 | —0, 003

On en déduit :‘—3,6§a§ —3,5‘

(a) La fonction h est une fraction de fonctions dérivables sur |1, +ool.

‘ La fonction A est donc dérivable. ‘

ey 9'(@) 29(x) _ (z—=1)g'(x) —2g(x)
Ona W@ = e o1 - (@ — 1)
On trouve donc : u(x) = (z — 1)¢'(x) — 2¢9(x)
_ ;21)2 _o? ; ! +21In(z)
On a donc :|u(z) = # + 21n(z)

(b) La fonction w est une somme de fonctions dérivables sur |1, +ool.

4 1
Ona :u(z)=-3+ Pt +2In(z). (%)
47 27 2 2@?-2w+1) 20@-—1)2
Cal () — _ _
Donc.u(x)——?—i—ﬁ—i—;— o = p > 0.
Or, par lexpression (x),ona : lim wu(x)=+oc0
T—>+400
et lim u(xz)=0.
r—1
On en déduit le tableau de variations suivant :
T 1 +00
u' () +
+00
0

(¢) La fonction u est strictement croissante sur |1, +00|.

De plus, Ithl u(z) =0.



On en déduit que : ’Vm >1 u(z) > O‘

Ona :h'(z)= u(z)

(z—1)

3"

Donc : ‘Vm >1 K(x)

> 0]

(d) On a donc le tableau de variations suivant :

x 1 +o0o
B (z) +
h(z) /

Partie II : Etude de f

(1)

1. Ona : f(z) = ‘ﬂﬁ —e =T,

La fonction f est donc définie en 2 € R si et seulement si x — 1 #£ 0 et |x| > 0.

‘Le domaine de définition de f est donc | — 0o, 0[U]0, 1[U]1, +o0]. ‘

2. Ona : lim In(|z]) = —cc et lim =—1.
x—0 r—0x —1
. In (\x|) B
Donc : lim ——= = +o0.
z—0 x —1
Dou :| lim f(z)=+oc0
x—0
1 1 1
Siz>0,o0na - (|x|) = n(z) T
r—1 r 1-—4
1 1
Or lim n(z) =0et lim 1-—-—=1.
r— 400 x xr—+00 xT
- In (|£U|) _
D’ou lim =
r—r+o0 I — ]_
On en déduit que lim f(x)=
r—>—400
1 In(— — In( — -1
Sixz <0,ona n(|a:|)7n( z) :n( 7) i
-1 —x x-1 —r 1- -
1 In(—
Or : lim n(y) = 0. Donc lim n(-z) =0.
y—> 400 Y T —>400 —X
D’autre part : lim 1—— =
T——00 €T

In (|:1c|)

D’ou : lim =0.
z—r—00 I — 1
On en déduit que :| lim f(z)=1
r—r—00
Siz>0,ona : n (|2 = In(z)
-1 r—1

Or : limM—

m%lx—l_

Donc : mlinl flx)=e

La fonction f se prolonge donc par continuité en 1 en posant

f(1) =e.

In(x)

.Siz>0,ona : f(x)=e=1.

In(z
Soit j la fonction définie par l'expression j(x) = ( i
T —

précédente, cette fonction se prolonge par continuité en 1 par j(1) = 1.

ona @ =31 _FE -1 (@) - (- 1)

. D’aprés la question

x—1 z—1 (x —1)2
On pose t =z — 1.
On a alors : g(x) —5(1) = In(1 +1) _t.
rz—1 t2
Or : limxz—1=0 et hmM:,E
z—1 t—s0 t2
] —7(1 1
On en déduit que : lim M =——.
r—1 x—1 2

La fonction j est donc dérivable en 1 et j'(1) = —=.

D’autre part, la fonction exp est dérivable en 1 et son nombre dérivé en 1 est : e.
La fonction f est donc en 1 une composée de fonctions dérivables.

La fonction f est donc une fonction dérivable en 1 et : f/(1) = —g.

In | |z]

.Six#1, : f(x) =e =T . La fonction f est donc une composée de fonctions

dérivables sur R\ {0,1}. Elle est donc dérivable sur R\ {0,1}

L 1 In (Jz]) \ maen foncti .
Ona : f'(z)= PPy Rl P e =1 La fonction f est positive. La

o ()
- (5 )
_ g/ @)

(o - 12




fonction f’ est don'c (%lu signe de g. . o . Donc : f(4) < f(z) < f (3>
Or, d’aprés les variations de g, on en déduit le tableau de variations suivants : 2
3 9 1
3
_ _ _ 2
9(x) 0 + 0 Ona : (;) :§<4 Donc f(4)>%
€
" - 0 _ _ € _
@ 2 D’ou §§f(x)§4.
1 +00 | 400 2 ; ;
£o) \ / \e\ On en déduit :|Vz € [2,4} flx) e {274}
f(a) 1 (b) Montrons par récurrence que : Vn € N u, € 2 4] .

S
N |
~_
[\v]
I
W |
~
—
[\
S~—
Il
vl\’)
~
—
i
N
Il
o
W=

5. 0na : f(-1)=1"2 =1, f(i) -

3
Initialisation : Ona :ug=4¢ { 4].
On a la figure suivante : La propriété (Py) est donc vraie.

2’
o 1ees . 3
Hérédité : Soit n € N. On suppose : u, € 5,4 .
Or : upt1 = fluy).

3
D’aprés la question précédente, on en déduit que : u,41 € {2, 4] .

3
Par le principe de récurrence, on en déduit que :Vvn € N wu, € [2, 4] .

La suite u est donc a valeur dans B, 4} .

2. (a) On traite deux cas :
i. Siz e R\ {0,1} :
Ona : (F) < e+ 1 =z

= 1= In(z)
1
= 1:1 car In(z) #0
T —
Partie III : Etude d’une suite — =

On se propose d’étudier la suite v définie par :
ii. Six =1, alors f(1) =e # 1. Donc 1 n’est pas solution de (F).

w=4etvneN upp1 = f(u,) (%)

‘L’unique solution de (E) est donc 2. ‘

On admet que cette suite est bien définie.
(b) On suppose que la suite u converge vers a € RH*.

. 3 .
1. (a) Soit z € [274} On a alors : 11151_ Uy = Q.
n—r-—+0oo
La fonction f est décroissante sur R™. Donc : lim wupi1 = a.

6 n—-+oo



D’autre part : u,y1 = f(uy) et la fonction f est continue sur R™* et donc

en a.
Dou : 1 = :
o : lm s f(a)

On en déduit, par Punicité de la limite, que : a = f(«).

On en déduit que si la suite u converge vers a € R™*, alors « est
une solution de (E).

L’unique solution de (E) est 2.

Par la question précédente, on en déduit que si u converge, alors
elle converge vers 2.

Ona : f'(x) = h(x)f(z).
La fonction f est positive et décroissante sur R™*.

9

Donc :Vaczg ng(x)§f<3)—4.

Sur [1,4o00[, la fonction h est croissante et du méme signe que g.

Donc vazg h(‘;’)gh(x)go.
Orh<3)g(1)44ln<3>.

2 57 3 2
D’ou : szg 3—9ln(>§f’(x)§0 On a donc

3
—9ln( 2 ) =

Ona :k=9In(3) —9In(2) — 3.
D’aprés les valeurs approchées proposées, on a : 1,09 < 1In(3) <1, 10.
et :0,69< In(2)<0,70

[

Donc : —0,70 < —1n(2) < -0, 69.
Dot :9.1,09 —9.0,70 — 3 < k < 9.1,10 — 9.0, 69 — 3.

On en déduit :‘0,51§k’§0,69‘etd0nc Dk el0,1]

3 2
Soit (z,y) € ] 2,+oo] .

2
3
La fonction f’ est continue sur {2, +oo{ . Une primitive de f’ est f.

Donc : /y fl(@)de = [f(¢))Y.

Dot : /U f/@dt = f(y) — f(z)

4.

2
(d) Soit (z,y) € B,Jroo[ .
On a :Vm>g — k< fl(z) <0.

On traite deux cas :

i. Sixz <y : Par la croissance de l'intégrale, on a :
Y Yy Yy
/ —kdt < / ft)dt < / 0dt.

Done : —k(y — ) < f(y) — f(x) <0,

ii. Siz >y : Par la croissance de I'intégrale, on a :
/y 0dt < /y ft)dt < /y —kdt.
Donc : 0 gxf(y) — f(x) % —k(y — x).
Dans les deux cas, on a bien : |f(y) — f(x)| < kly — z|.

3 2
Dou :|V(z,y) € [2,4-00{ |f(y) — f(@)] < kly — 2]

(a) Soit n € N.

Ona :upt1 = fluy) et f(2) =2.
Donc : upt1 —2 = f(un) — f(2).

3
D’aprés la question I1I-1.(c), la suite u est a valeurs dans {2,4]. Donc

2
on en déduit : |up+1 — 2| < klu, — 2|.
D’ou : ‘Vn eN Jupt1 — 2| < klu, — 2| ‘

3 3
Uy € [7 400 [ D’autre part, 2 € [2, +00 [ D’aprés la question précédente,

(b) Montrons par récurrence : Vn € N |u, —2| < 2.k" (H,).

Initialisation : Ona : |ug —2| = [4 — 2| =2 =2.k".

La propriété (Ho) est donc vraie.

Hérédité : Soit n € N. On suppose (H,,).

Ona : |upi1 —2| < klu, — 2| < k2.k™ = 2.k" T

La propriété est donc héréditaire. Par le principe de récurrence, on en déduit
VR eN Ju, —2| <2k |

(¢c) Ona : kel0,1].

Donc : lim 2.k"=0.
n—>-+oo

Or :YneN 0<|u, —2| <2.E" Daprés le théoréme d’encadrement dit
"des gendarmes", la suite (|u, — 2|)nEN et nin}roo |un, — 2] = 0.

‘ On en déduit que la suite u converge vers 2. ‘




