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Equations différentielles

On fixe k € RT.
On se propose d’étudier I’équation différentielle suivante :

1=y —ay + Ky =0 (B)

Si I désigne un intervalle de R (non vide et non réduit & un point), on appelle solution de (E) sur I toute
fonction f deux fois dérivable sur I vérifiant : Vo € T (1 — 22)f" () — o f'(x) + k*f(z) = 0.

Partie I : Préliminaires
1. Montrer que Vz € [1,+00[ argch(z) =1In (14 Va2 —1).
Partie IT : On suppose dans cette partie que k£ =0

1. Déterminer une équation différentielle linéaire du premiére ordre (E;) vérifice par ' si, et seulement si, y
est solution de (F).

2. (a) Résoudre l'équation (E7) sur | — 1, 1[ et en déduire les solutions de (E) sur | — 1,1].
(b) Montrer qu’il existe une unique solution f; de (E) sur | — 1,1] tel que : f1(0) =0 et f1(0) = 1.
3. (a) Reésoudre 'équation (E) sur |1, +oo[ et en déduire les solutions de (E) sur |1, 400].
(b) Préciser les fonctions f2 solutions de (F) sur |1, +oo] telles que : I£r3+ fa(z) = zilﬂi fi(x).
On note £ cette limite et on fixe fy une de ces solutions.

4. La fonction g définie par :
g(z) = fi(x) size]l—1,1]

g(x) = fa(z) siz€]l,4o0]
est-elle solution de (E) sur | — 1, +o00[?
Partie III : On suppose k > 0 et on détermine les solutions de (F) définies sur | —1,1]
1. Montrer que y est solution de (E) sur si, et seulement si, la fonction Y définie par Y (¢) = y(sin(t)) pour

te } —g, g [, vérifie I’équation différentielle :
Y'+EY =0 (E»)

2. (a) En déduire les solutions de (F) sur | — 1, 1].
(b) Préciser ces solutions lorsque k = 1.
Partie IV : On suppose que k > 0, et on détermine les solutions de (F) sur |1, +oo[ et sur | — oo, —1].
1. Montrer que y est solution de (E) sur |1, 400 si, et seulement si, la fonction Z définie par Z(t) = y(ch(t))
pour ¢t €]0, +oo], vérifie ’équation différentielle

7" —k*Z =0 (F3)

2. En déduire que les solutions de (F) sur |1, +o0o[ sont données par

y(x) :)\(x—i—\/x?—1)k+u<m+\/a:2—1)7k

ou A et u désignent deux nombres réels arbitraires.
3. Déterminer de maniére analogue les solutions de (F) sur | — oo, —1].
Partie V : On suppose que k = 5, et on recherche les solutions polynomiales de (E).

1. Si P est un polynéme non nul solution de (E) sur R, préciser son degré.
n

Indication : On écrira P sous la forme P(z) = Z arz® avec a, # 0.
k=0
2. Pour 0 € R, exprimer cos(50) et sin(560) en fonction de cos(f) et de sin(6).
Veérifier que sin(560) peut s’exprimer comme un polynome relativement a sin(9).

3. De l'étude faite dans la partie ITI, déduire les solutions polynomiales de (E).



