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Equations différentielles

Partie I : Préliminaires

1. On résout ’équation d’inconnue y suivante : ch(y) = (E) ot z € [1,4o0].
Y4
Ona : (F) < % =z

— e 4+ 1=2xe¥

= e® -2z +1=0

= (¥ —z)? =21
Or :z € [l,+oo[. Donc : 2% —1>0.
Dou : (F) < ¢ —z=+vVa2—-1oue’ —z=—vz2 -1

— e/=s+Vat—-1loue!=0—Va2-1
Or :2>1.Donc :z++vV22—-1>1>0.
De plus, V22 —1 < Va2 =z (z > 0). D’'on : z — /22 —1> 0.
Dou : (E) <= yzln(x+\/a:2—1) ouyzln(m—\/:ﬁ—l).
Or :xz+ x2—121.D0nc:ln(x—i—\/x?—l)zo.

De plus, Argch(z) est par définition I'unique solution positive de (E).

Vo € [1,+00[ Argch(z) =In (a: + Va2 - 1)

On en déduit que :

Partie I1

1. Puisque k =0,ona : (E) < (1—2%)y" —xy' =0.

y est donc solution de (F) si, et seulement si, ¢’ est une solution
de I’équation d’inconnue z suivante :

(1—2%)2 —22=0 (E)

2. (a) Sur]—1,1], 'équation (F1) est équivalente & : 2’ — l v 52=10
-z
1 -2 1
Une primitive de —7 _mxz =357 22 est : §1n|1 — 2.

1
Or, si z €] — 1,1], alors 1 — 2% > 0. La primitive devient : 5 In(1 — z?%).

3.

La solution générale de (E4) sur | — 1,1[ est donc :

A

Nexp(—In(1 — 2?)) = Wi

ol A € R.

Ainsi, y est solution de (F) sur ]| —1, 1] si, et seulement si, y est une primitive

d’une fonction de la forme ou A € R.

V1—22
1

Or, une primitive de est arcsin(x).

1— 22

La solution générale de (E) est donc :

Aarcsin(z) + p

oit (A, ) € R%,

b) En 0, la solution générale de (F) vaut : u. Sa dérivée vaut —; ce qui
en 0 donne A.
On a donc I’équivalence suivante :
(1—a?)y" —ay =0
y(0)=0
y'(0)=1

y(z) = darcsin(z) + p
— I\peR?* {pu=0

A=1

On en déduit que la fonction f; définie par :

f1(z) = arcsin(x)

est 'unique solution de (E) telle que : f1(0) =0 et f1(0) = 1.

(a) Sur ]1,+o0[, équation (E;) est équivalente a : 2’ — I x 52=0
-z
o x 1 -2z 1 9
Une primitive de {312 est : §ln|1 -z

1
Or, si = €]1, 400, alors 1 — 2% < 0. La primitive devient : B In(z? —1).

La solution générale de (E4) sur | — 1,1[ est donc :
A
Nexp(—In(1 — 2?)) = ———
z?2 —1

ol A € R.




4. On a

Ainsi, y est solution de (F) sur |1, 400 si, et seulement si, y est une primitive
A ou A eR

———— ol .

) Vaz -1

———— est Argch(z).

La solution générale de (E) est donc :

d’une fonction de la forme

Or, une primitive de

AArgeh(z) +

ott (\, p) € R%

(b) On a : lim _fi(r) = lim arcsin(z) = arcsin(1) = T
T—>17 2
Or : hm )\Argch( )+ 1= p.
z—1t

Ainsi, les fonctions f> telles que

: fa(z)

lim fi(z) =
r—1- T
= Mrgch(z) +

lirg+ fa(z) sont

les fonctions de la forme

T
5

=" arcsin(1).

et, si ¢ €] — 1, 1], alors g(z) = arcsin(x).
Ainsi, la restriction de g & ] — 1,1] est arcsin.
Or, la fonction arcsin n’est pas dérivable en 1.
La fonction g n’est donc pas dérivable en 1.

‘La fonction n’est pas une solution de (F) sur | — 1, +o0]. ‘

Partie III

1. La fonction Y est une composée de fonctions dérivables deux fois. Elle est donc

dérivable deux fois.

On a : Y'(t) = cos(t)y'(sin(t))
et : Y'(t) = —sin(t)y (sin(t)) + cos®(t)y” (sin(t))

= —sin(t)y/(sin(t)) + (1 — sin®(¢))y" (sin(t))
D'ott : Y"(t) + k*Y (t) = (1 —sin®(t))y” (sin(t)) — sin(¢)y' (sin(t)) + ky(sin(t)).
Ainsi : Y est solution de (E2) si, et  seulement
si, Vt € } g ;T { (1 —sin?(t))y” (sin(t)) — sin(t)y’ (sin(t)) + k*y(sin(t)) = 0.
Or, la fonction sin est une bijection de fz, g [ dans | — 1, 1].
D’ou : Y est solution  de (E2) si, et seulement
si, Vo €] — 1,1[ (1 —2)y" () — 2/ (x) + kK*y(z) = 0.

On en déduit que y est solution de (F) sur | — 1, 1] si, et seulement
si, Y est solution de (F3).

2. (a) La solution générale de (Ey) est : Acos(kx) + psin(kx) ou (\, u) € R?.
Or : Y(arcsin(z)) = y(sin(arcsin(z))) = y(x).
D’apreés la question précédente, la solution générale de (E) sur
] —1,1] est donc :
Acos(k arcsin(x)) + psin(k arcsin(z))
ol (A, ) € R%,
(b) On a : cos?(arcsin(z)) = 1 — sin?(arcsin(z)) = 1 — 22,
. ™ T .
Or, la fonction arcsin est a valeurs dans [757 5] et la fonction cos est
positive sur cette intervalle.
Donc : cos(arcsin(x)) = v/1 — 22
Ainsi, si k = 1, la solution générale de (F) est :
M1 —x2+ px
ol (A, ) € R%,
Partie IV
1. La fonction Z est une composée de fonctions dérivables deux fois. Elle est donc
dérivable deux fois.
On a : Z'(t) = sh(t)y'(ch(t))
et @ Z"(t) = ch(t)y'(ch(t)) + sh”(t)y" (ch(t))
= Ch( ) (sh(t)) + (ch*(t) — 1)y" (sh(t)
D'ou : Z"(t) — k2Z(t) = (ch®(t) — 1)y” (ch(t)) + ch(t)y'(ch(t)) — k*y(ch(t)).
Ainsi : Z est solution  de (E3) si et seulement
si, V¢ €]0, +oo[  (ch*(t) — 1)y"(ch(?)) + ch(t)y'(ch(t)) — k*y(ch(t)) = 0.
Or, la fonction ch est une bijection de ]0, +oo[ dans |1 +oo[.
D’ou : Z  est  solution  de (E2) si, et  seulement
si, Vo €]1, +oo] (2% — 1)y (z) + 2/ () — k*y(z) = 0.
On en déduit que y est solution de (E) sur |1, +00[ si, et seulement
si, Z est solution de (Ej3).
2. (a) La solution générale de (Es3) est Ae™ 4 pe™" ot (\, ) € R%

Or : Z(Argch(z)) = y(ch(Argch(z))) = y(z).
La solution générale de (E) sur [1,+oo[ est donc
ot (A, ) € R%

Or : Argch(z) =In(x + Va2 —1).

Donc : efArech(@) — gkIn(@+va?=1) _ (z+ \/ﬁ)’“

:)\ekArgch(x)+ﬂe—kArgc}1($)



La solution générale de (E) sur [1,4o00[ est donc :

Ao+ Va2 = 1)F 4+ (e + Va2 —1)7F

ot (A, u) € R2

(b) On pose W la fonction définie sur |0, +o0[ par W (t) = y(—ch(t)).
La fonction W est une composée de fonctions dérivables deux fois. Elle est
donc dérivable deux fois.

On a : W'(t) = —sh(t)y'(—ch(t))

ct ¢ W(t) = —ch(t)y/(~ch() + sh()y" (~ch(t)
— —ch(t)y'(~ch(t)) + (b (t) — 1)y (~ch(t))
Done : W(t) = KW (t) = (ch’(t) — 1)y (~ch(t)) — ch(t)y (~ch(t))
— Ky(—eh(1))

La fonction W est solution de (Ej3) si, et seulement si, pour tout ¢ €]0, +o00],
on a: ((—ch())? — 1)y (~ch(t)) + (~ch(t))y'(~ch(t)) — k2y(—ch(t)) =

Or la fonction —ch est une bijection de 0, +o00o[ dans | — oo, —1].

La fonction y est donc solution de (E) sur | — oo, —1] si, et seulement si, W
est solution de (E3) sur |0, 4+o0].

Or : W(Argch(—2)) = y(—ch(Argeh(-z))) = y(=(-z)) = y(2).

La solution générale de (E) sur | — oo,—1] est donc
)\ekArgch(—x) + Me—k’Argch(—x) ol ()‘7/’6) c R2.

Or :Argch(—z) = )+ (= 1 —z2).

kArgch(—z) :ekln( z+\/x2 $+ /

La solution générale de (E) sur ] — 00, —1[ est donc :

(—z+ V1 =22 + p(—x + /1 —22)7F

Donc :e

ol (A, u) € R%

Partie V

1. Soit P = Z a; X* un polynome de degré n € N solution de I’équation (E). On a
i=0

donc : a, # 0.

Ona : P'(z

E ia;x'"'. Donc : xP'(x E ia;x
1=0

n
De plus, on a : P"(x) = Zz(z — Daz' 2.

i=1
n

Donc : (1 —2?)P"(x) = Z (i — 1a;x Zz (1 — Dax

=0 i=1

Donc : 0= (1—2*)P"(z) — xP'(z) + 25P(x)

(=i(i —1) =i+ 25)a;z’ + Y (i — D)az' >

I

i=1 i=1
n ) n )
=Y (—i* +25)a;2" + Z i(i — 1az" >
i=1 i=1
Le terme de degré n de ce polynome est donc : —n? + 25 = 0. Puisque n € N, on

en déduit que : n = 5.

Ainsi, si P est un polyndme solution de (F), alors le degré de P
est 5.

. On a : cos(50) + isin(50) = (cos() +isin(f))°.

D’aprés la formule du binéme de Newton, on en déduit :
cos(50) + isin(560) = cos®(#) + 5 cos* (0) (isin(f)) + 10 cos®(0)(isin(0)?
+ 10 cos?(6)(isin(f))® + 5 cos(#)(isin(6))*
+ (isin(6))®
= (cos”(#) — 10 cos®(6) sin®(#) + 5 cos() sin®())
+1 (5 cos*(0) sin(6) — 10 cos(6) sin® () + sin®(6))

cos(50) = cos®(#) — 10 cos®(0) sin?(#) + 5 005(9) sin4(9)
sin(50) = 5cos®(f)sin() — 10 cos?(#) sin® () + sin®(6)
On a : sin(50) = 5cos*(6) sin(6) — 10 cos?() sin®(6) + sin®(6)

= 5(1 — sin?(#))?sin(0) — 10(1 — sin?(#)) sin®(0) + sin®(0)

= 5(sin(f) — 2sin®(0) + sin®(#)) — 10(sin®(#) — sin®(H)) + sin®(9)
Dot |sin(50) = 16sin°(6) — 20sin®(9) + 5sin(6) |

On obtient donc : {

. D’aprés la partie III, la solution générale de (E) sur | — 1,1] est :

Acos(b arcsin(z)) + psin(5 arcsin(z)) ou ()\, p) € R%

D’aprés la question précédente, on a :

sin(5 arcsin(z)) = 16 sin” (arcsin(z)) — 20sin®(arcsin(x)) + 5 sin(arcsin(z))

= 162° — 202° + 5z

Ainsi, la solution générale de (F) sur | — 1, 1 est un polyndme si, et seulement si,
A =0 ou cos(5 arcsin(z)) est un polynome.
Supposons donc par Pabsurde que (z — cos(5 arcsin(z))) est un polynome P.
Ce polynome est non nul. Par la question 1 de la partie V, ce polyndéme P est de
degré 5.
De plus, le polynome P et la fonction (z — cos(5arcsin(z))) se prolonge par
continuité sur [—1, 1]. L’égalité est alors vérifiée sur [—1,1].



Or,sif e [fg, g}, P(sin(6)) = cos(5 arcsin(sin(6))) = cos(50).
Orsigel T 3T T m3mm ™7
2" 100 10°10°10 2 2°2

Ainsi, sin (—E) sin —31 sin (—1) sin (1> sin 31 et sin (E) sont
’ 2/’ 10 )’ 10/’ 10/’ 10 2

des racines de P. o
Or, la fonction sin est strictement croissante sur [—5, 5} Ces six racines sont

}, alors : cos(bf) =0et 6 € [f

donc distinctes.

Un polynoéme de degré inférieur ou égal & 5 ne peut avoir plus de cing racines.
On aboutit donc & une contradiction.

Ainsi, si un polynoéme P est une solution de (F), alors il existe A € R tel que :
P(z) = M(162° — 202° + 52).

Réciproquement, supposons que P(z) = A(16z° — 202° + 5z).

Nous savons déja que P est solution de (E) sur | —1,1].
Or : (1 —a*)P"(z) — xP'(x) + k*P(z) est un polynéme. Ce polynéme est donc
nul sur | — 1, 1[. Un polynoéme non nul a un nombre fini de racine. Ce polynéme

est donc nul sur R.
Ainsi, P est une solution de (E).

Les solutions polynomiales de (E) sont les fonctions de la forme :

(1625 — 2023 + 52)

ou A € R.




