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Application - Récurrences- Développements limités

Exercice 1. Application injective ou surjective

On se donne F un ensemble et f: F — F.

1. On suppose uniquement pour cette question fo f = f.
(a) Montrer que si f est injective, alors f = Idg.
(b) Montrer que si f est surjective, alors f = Idg.

2. On suppose uniquement pour cette question fo fo f = f.
Montrer que f est injective si, et seulement si, f est surjective.
Que peut-on en déduire si f est injective ou surjective 7

Exercice 2. Quelques sommes
Soit (n,p) € N2, On note : S(P) = ka.
k=0

1. Rappeler les expressions de 57(10) et de 57(11) en fonction de n.
nn+1)2n+1)
5 .

2. Montrer, par récurrence sur n, que : S (n) =

n

3. (a) Calculer : Z(k +1)% — k% en fonction de n puis en fonction de S(2), SV et S0,
k=0
(b) Retrouver I'expression de S2) précédente.
4. En s’inspirant de la question précédente, calculer S,(L?’) et ST(;‘).
2n
5. On note T'P) = Z(—l)kkjp.
k=0
(a) Exprimer T P) en fonction de S{P), Séfl) et p.
(b) En déduire une expression de T2 et T3,
(c¢) Enfin, écrire T,(LQ) comme une somme de termes d’une suite arithmétique et retrouver ’expression
précédente.

Exercice 3. Etude d’une famille de fonctions.

th
Pour A € R, on définit sur R* la fonction fy par : fi(z) = %x)l +A(V1+22-1).
e —
1. Soit (\, p) € R? tel que A < p. Préciser la position relative des graphes de fy et de fu-
th
2. (a) Exprimer th(x) en fonction de €** et en déduire une expression simplifice de (x)l
eZL’ —
. s th(z)
(b) Calculer le développement limité a 'ordre 3 en 0 de T
er —
(¢) En déduire le développement limité a U'ordre 3 en 0 de fy.
(d) Montrer que fy se prolonge par continuité en 0 en une fonction dérivable. Préciser fy(0) et f3(0).
(e) En fonction de A, préciser alors ’équation de la tangente de f en 0 et la position relative au voisinage

de 0 entre le graphe de f et sa tangente.

(f) Résumer cette étude en présentant un graphique donnant l’allure de f) au voisinage de 0 en fonction
du paramétre .

=0".

th 1 th
3. (a) Montrer que : — (z) = o () et que : lim (=)
e

-1 z—+4o00 \ T z—>+o0 ¥ — 1

(b) Déterminer (a,b,c) € R? tels que : /1422 =ax +b+ g + 22 (i)
(¢) En déduire que la fonction f) admet une asymptote dont on exprimera I’équation en fonction de A.
Préciser également la position relative du graphe de f et de son asymptote au voisinage de +oo.

(d) Résumer cette étude en présentant un graphique donnant l'allure de f) au voisinage de 400 en

fonction du paramétre A.



