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of=/.
ofoft=fof ! =1dp.

Exercice 1 : Application injective ou surjective Si f est injective ou surjective, elle est alors bijective et f~! = f.

Remarque 1. Une telle application est également appelée une involution.

1. (a) On suppose que f est injective.

Soit z € E Exercice 2 : Quelques sommes

Ona : fof=Ff. n
Donc : f(f(x)) = f(x). 1. O L 50 = Zko Zl'
Puisque l'application f est injective, on en déduit que : f(x) = . _

Dou : f=1dg.

‘ On en déduit que si f est injective, alors f = Idg. ‘

Donc :|S© =p+1

n

n N (
Ona : SV = Zkl Zk

(b) On suppose que f est surjective.

Soit x € E.

Puisque 'application f est surjective, il existe ' € E tel que f(z') = x. Donc :|SM = M

On a alors : f(x) = f(f(2))) = f(2') = z. " 2

Dou : f=1Idg. nn+1)2n+1)

2. Montrons, par récurrence sur n, que : S (2)( )=

’ On en déduit que si f est surjective, alors f = Idg. ‘ 6

Initialisation : On a

(2) Z k2 —

2. On raisonne par doubles implications.

(a) On suppose que f est injective. 000+ 1)(2.0 + 1)

Montrons que f est surjective. et : 5 =0.
e b 0(0+1)(2.0 + 1
On cherche z € E tel que : f(z) = y. Done : 52 — 20+ 1 )

Ona : f(f(f(y)) = f(y)

La propriété (Py) est donc vraie.

Puisque f est injective, on a : f(f(y)) =y.
Donc : 2 = f(y) convient.
L’application f est donc surjective.

(b) On suppose que f est surjective.

Montrons que f est injective.
Soit (x1,x2) € E? tel que : f(z1) = f(x2).
Donc, il existe 2} € E et x5, € E tel que x1 = f(2}) et 2o = f(25).
Onadonc : zy = f(x1) = f(f(f(21))) = f(f(z1))
= f(f(22)) = f(f(f(22)))
= f(a3) = a2

L’application f est donc injective.

’ L’application f est donc injective si, et seulement si, elle est surjective.

On suppose que f est injective ou surjective.
L’application f est alors injective et surjective. Elle est donc bijective.

Hérédité : Soit n € N. On suppose la propriété (P,,).
Montrons la propriété (Pn+1)
n+1

On a :ST(LQJz1:Zk2 ZkQ (n+1)?

:n(n+ )(2n+1) 1) =

_ (n+1)(n(2n+1) +6(n+ 1))

6 6
(n+1)2n°+Tn+6)  (n+1)(n+2)(2n+3)

6 6
(n+1)(n+2)(2(n+1)+1)

On en déduit : (Pp41).
La propriété est donc héréditaire.

n(n+1)(2n+1)
6

Nous avons donc établi : Vne N S =




n

2
3. (a) On calcule : Z(k + 1)3 ) Remarque 2. On observe un propriété remarquable : S,(f’) = (ST(Ll)) .

k=0 (4)
On reconnait une somme télescopique. (b) Calculons Sy n
" On étudie de E+1)° —K°.
Dot ¢ |y (k+1)° =k = (n+1)° kzzo( )
D’un c6té, on reconnait une somme télescopique et on a donc :

n

k=0
Ona:zn:(k—i—l 23k2+3k+1—32k2+32k+21 D (k+1)° =k = (n+1)°.
k=0

k=0

k=
? D’un autre co6té par le bindbme de Newton, on a :
ol 3_ 13— 392 (1) 4 g0 - -
Dlon kZUf“) R = 35,7 4 35,7 + 5y S (k+1)° — k> =3 5k* 4 10K + 10K + 5k + 1
=0
k=0 k=0

(n+1)3 =391 -8 (n+1)3 —320 (4 1) 55 41083 +108@ + 550 4 5O

(b) Onadonc : S{?) = = 1 -
3 3 Dot = ((n+1)° = 105 — 108P — 55 — 5
~ (n+1D)@2rn+1)*-3n—-2)  (n+1)(2n? +n) o5
= 6 = 6 l(n—l—l n*(n+ 1) 5Sn(n+1)(2n+1)
Nous retrouvons donc :| S = n(n+1)@n+1) ° 2 ;
! 6 _Sn(n+1) (n+ 1))
4. (a) Calculons S, 0 2
n _ n 4 o - 2 o .
On étudie de Z(’f 1R = (6((n+1)* = 1) = 15n*(n + 1) — 10n(2n + 1) — 15n)
k=0 n+1
D’un coté, on reconnait une somme télescopique et on a donc : =30 (6(n* 4 4n® + 6n* + 4n) — 150" — 35n* — 25n)
k=0 o 30
D’un autre coté par le bindme de Newton, on a : n 1
SO+t =k = S4B 4 6k 4 4k + 1= 45@ 1+ 652 145D 4 5©. 5 (@) Ona s TP =3 (“DXERP 4+ ()P 2k + 1)
k=0 L= k=0 X k=0
s L @(3) 4 2 1 0 n —
Don : S = Z((n—&—l) —65’7(1)—485)—5’7(1)) . :2172’“’)*2(2’“1)')
1 k=0 k=0
Z ((n + 1) - n(n + 1)(27’L + 1) - 2”(” + 1) - (n + 1)) n n n—1 n
R o —2 Y - (Z(%)P+Z(%+1> ) £y
= (n+1)°=n@2n+1)—2n-1) k=0 k=0 k=0 k=0
n 2n
1
:(”I )((n+1)3—(n+1)(2n—|—1)) =220 k- kP
k=0 k=0
— M ((n + 1)2 —(2n+ 1)) Yy (p) p+1 q(p) (p)
= 1 Dou :|T,P) =2PT2S)P) — S5
On en deduit : | §® — n?(n+1)>2 (b) Par la question 3.(b) et la question précédente, on obtient :
[P = 1 T(2)_23n(n+1)(2n+1)_2n(2n+1)(4n+1) n(2n+1)(8n+8 —8n —2)

2 " 6 6 6



2 3

D'ou :|T® =n(2n+1) (b) Ona :1+4¢€" =2+$+%+%+ oo(mg).
Par la question 4.(a) et la question précédente, on a : ) (21)2 x?Qx)B s
2 1% (2n)*(2n+1)2 D cl4+e =242 S
T£3)=24n(n4+ . <4n+ ) =n’(4n® 4+ 8n+4— (4n° + 4n+1)). one e ) T L9,
4
Don :| T = n?(4n + 3) =24 20420 + 20’ + o (a7)
L 1 1
) n ) n—1 ) Dou 1+62Z:§1+m+x2+2$3+ 0(553).
(¢c) On a : T,S):Z(Qk) —Z(?k—i—l) 3 220
k=0 k=0 1 2,23 2, 2 32
Or : - =1- - + =
o . r 1+m+x2+%w3+ o (29 (r+x +3m)+(x x +3JJ)
=0+ (@K +22-3(2k+1)? (K =k-1) @=0 , 2 .. ,
k=0 k=0 —(z+z —i—gm ) —i—mgo(x )
n—1 =1 — = 272 d+ ( 3)
=3 (2k+2)* = 2k +1)%) T S TS
k=0 +2?2 4223
n—1 —(E3
=) 4k+3 z? 3
k=0 =l-z+ 3+ o)
1z a3
Ainsi, T'? est la somme des termes du rang 0 —1del Dol : ———=-—="4+"—+ o (2%
S g 0 au rang n ela 1re2 2

suite arithmétique de raison 4 de premier terme 3. th(z) 22 3

On obtient donc : =24+z+—+ L+ (x3))
. n(dn—-1)+3+3) n(dn+2) e’ —1 2, 6 a0
D’ou :T,SQ) = = . 1z 2
2 2 G=3+7% 7.2
o) 226 x50
On retrouve done : |1, =n(2n+1) r 2 g3 3
= 1 — _ —_
- +2+42+1§+Ho(”“)
Exercice 3 : Etude d’une famille de fonctions. L
2 4
1
1. Soit € R*. +37°
th(x th
Ona s i)~ fule) = (S5 4 A/THa - 1) - (59 +u(/T5a - 1) ) e # o
e’ —1 e’ —1 On obtient ainsi : 1 —1—5—1—#? oo(a:3)
et — T—>
= (- p(VTEa - 1)
Or : V14+22>1(x#0)et A—pu<0. ¢) On a : V1 _ 1 1<1 )UQ 2
: tu=1l+-ut+s|5—-1) 5+ .
Done : fa(z) — fu(x) < 0. (© Vitu 2" "2 \2 g .0
- n/ 2 _ 1= 2 3
‘ Le graphe de f est strictement en-dessous de celui de f,. ‘ Donc = V142 —1 Tt mﬂo(x )-
) s x  2®  a® 3 2 3
21 DO“'fA<x><124+6+$2<x>>“< v+ 0,(@7)

2. (a) D’aprés le cours, on a :|th(z) =

e +1 22 —1 3
On obtient ainsi :| fy(z) =1— Iy 22+ 2

Or :e* —1=(e"—1)(e” + 1).

D | th(z) e 41
N e T T e | (d) D’apres le développement limité de fy, on a : mhi{lo a(z) =




On peut donc prolonger par continuité la fonction fy en 0 par : f,(0) =

On a alors : fa(x) = f1(0) — It oo (x)

2 +x—>0

1
Ainsi prolongée, la fonction fy est donc dérivable et f3(0) = —3

:yzlfz

(e) | L’équation de la tangente de f) en 0 est 3

La position du graphe de f par rapport & sa tangente est donnée par le

22 —1
signe de xQ—&-x— au voisinage de 0.
22 —1 1
4 >08i)\>§
22 —1 1
Or : n <OSi)\<§
22 —1 0si ) 1
=0siA==
4 2

1
En particulier, si A = 2 la position du graphe de f) par rapport a sa
3

x
tangente est donnée par le signe de 5 au voisinage de 0.

On en déduit qu’au voisinage de 0, on a :

1
—, [ est au-dessus de sa tangente

i siA>
i si 5

1
il s A< 2 f est en-dessous de sa tangente

1
iii. si A = ok [ est en-dessous de sa tangente en 0~ et au-dessus

en 0T

(f) On a le schéma suivant :

1
2
1
2
1
2
O 7%
(a) On a mgrriooth( )
Et :e*—1 ~ ¢*.
r—+00
th
Donc (x) ~ e
— 1 2=+
1
Or :e” ) lim e ®=0"
w—)+oo X a:—>+oo
th 1
@ _ (1

—lzxﬁJroo x
h
i R@) _ g

r—+oo e — 1

On en déduit

)Ona :Va2+1l=vVz 1—|——
1
Au voisinage de +00, ona : Va2 +1=m/1+ —.
x

Or

et :

u
VIitu=14+—-4 o (u).
2 u—0

1
r—400



yon 1 1 1

1 1
On en déduit :|V1+22=2+—4+ o ()

2 xz—+oo \ T
th(z 1
D’autre part, on a : (2) = o0 ()
e? —1 a—-too\x

A 1
Par conséquent, on obtient : fy(z) =Xz - A+ _—4+ o <>
2r  z—+too \ x

On en déduit que le graphe de la fonction f) admet une asymptote
en +oo d’équation :y = Az — .

Si A # 0, la position relative entre le graphe de la fonction f) et son

asymptote est donnée par le signe de o
th
SiA=0,ona : fi(zx)= (z)l

e(lj —

Or : lim th(z) =0t.

T+ e® —1

On en déduit :
i. Si A >0, le graphe de f) est au-dessus de son asymptote.

ii. Si A <0, le graphe de f) est en-dessous de son asymptote.

(d) On a le schéma suivant :

Y

|

~A < ()



