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La fonction P, s’annule donc en un seul point 3, de } —00, — ¢ ] .

Or : —§/Z< 0. Donc 3, < 0.

Pour tout n € N*, I'équation (E,) admet donc exactement deux
solutions réelles cv,, € R et 8, € R™.

Probléme 1 : Solutions d’une équation

1. Soit P, la fonction définie sur R par : Vo € R P,(z) = 2* + nz — n.

La fonction P, est une fonction polynomiale. Elle est donc dérivable.

Ona : P!(z) = 42® 4+ n.

Donc : Pl (x) >0 <= x32—g — zzi’/z,

On a : P,(x) CE*;:»OO z% et P, (x) L 24

Donc : lim P,(z)= lim P,(z)=4o0.
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On en déduit le tableau de variations de la fonction P,.

2. Etude de la suite (a;,)nen-

(a)

Ona :P,(0) = —net P(1) =1.
De plus, la fonction P, est continue.
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction P, s’annule dans

I'intervalle [0,1]. On en déduit : ‘Vn eN* 0<a,<1 ‘

Ona : Pii(an) = afl +(n+Da, —(n+1)=P(an) +a, — 1 =, — 1.
Or :a, <1.

Dot :|Pyi1(an) <0

Or : P,yi(apy1) = 0et P,y est une fonction strictement croissante sur R™.

Donc : a, < aptr.

x 0 3 % 0 +o00 ‘La suite (@, )nen est donc une suite croissante.
(¢) La suite (ap)nen est croissante et majorée par 1. Donc, la suite (a)nen
P! (z) — 0 + + + converge. On note a; sa limite. \
«
On a :aﬁ—i—nan—n:O. Donc :a, =1-— 2.
+00 +00 n 4
\ —n/ Puisque la suite (ay,)nen converge, on a :  lim n .
3
—— & ==n
4 V4 ‘ On en déduit que la suite (o, )nen converge vers 1.

(d) Ona :ay,=1+ o (1).
n n—-+oo
La fonction P,, est continue et strictement croissante sur |— i/; + o0 [ Donc, 4
d’aprés les limites de P,,, on en déduit par le théoréme de la bijection que P, est <1 * nﬁql»oo(l))
n 3n In Donc : o, =1 —
un bijection croissante de |— if, +o0| dans |——{/— —n,+oo]. n
4 4 V4 1+ o (1)
3n ,/n — o ot
Or, 0 € I an,Jroo . De plus, P,(0) = —n < 0. n
1 1
3 ’ . 377/ 3 n = ]_ —_ — + [o) —
La fonction P, s’annule donc en un seul point «, de TV n,+oo|. De n  n—too \n
4
1 1
plus, a,, > 0. . < -1y DO (n))
De méme, P, est une bijection décroissante de } —00, — ¢ 4] Dou : a,=1— - .
1-24 0 1
dans —S—nBQ—n,-Foo, 1 n nﬁ+oo(n)
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On en déduit : o, =1— E—i—ﬁ—i—n_&m (712) On en déduit que : ngnioo?)*;; - 3\3/2—2+ \%% =0.
3. Etude de la suite (8, )nen- La suite (87, )nen+ converge donc vers 3
(a) Ona : P (—¥/n)=nn—nyn—n=-n<0 , 1
et 1 Po(=m—1)=nyn+4n+6Vn2+4¥n+1-nn—n—n (e) Ona : 5, = 3 +nﬁqroo(1)'
14
=2n+6Vn2+4Y/n+1>0 Donc :6—": 0 (31 ): 0 (31)
Or, la fonction P, est continue. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, gn n—too n? n—too \ {/n
la fonction P, s’annule dans l'intervalle [—/n — 1, —/n]. ot 4B _ o R
0 déduit "V N* n—1< < \?’F‘ " 3¥p2  n—dtoo n
nven deédutt | vn € —Vn—1sfns—vn Par la relation (%), on obtient :
1 B 2
b) On ad i i < -1. _1
() 1 a daonc \?/ﬁ_e/ﬁ_ B/ 2( 3+n%(3roo(1)> 1+ (1)
]. n == _ = (0] [
Or : lim —-1-—-—==-1 In 3 n—too \ /n
Par le théoréme des gendarmes, on en déduit que : nﬂ)rgl_oo % =1 -3 + 9¢/n * n~>0+oo <\~’/ﬁ> , ,
e o s 1 1, 2 1
Dot 1|, o~ —{n o 4( 3+nJ’+oo(1)> +2< 3*9%%4@(%))
oun : B =-—
(c) Ona : B, =—n+p3,. 3v/n2 In
Donc : P,(B,) = Pu(—/n+ B,) . _io, <1)
3 n——+oo 3/ 2
— (=n+B8) +n(=m+p)—n - "
3 2 13 14 : 1 = 4 + 2 — 8 — } + 0 1
=nyn—4nf'n + 6Vn287 — 4/npr + B —n/n+nB, —n T 81nZ | 9Yn 27/m2 3 n—otoo \ {/n2
=B —4Ynp +6Vn2B% - 308, —n o deduit <5 — L 2 20 1
Or, (8, est une racine de P,. nen deduit ) 5, = 3 + 9¢n - 81¢/n2 +n_3roo /2
Le nombre J3;, est donc solution de I'équation polynomiale sui- (f) Ona : B, =—n+p..
vante : 1 9 20 1
X4 _43nXx3 n2X? - 3nX — ot - Y T S i
InX3 +6Vn 3n n Dot : | B, In 3—&—9% 81\3/7?—’_”—3‘00 s
(d) Ona : —¥/n—-1<p, < —¥n. . . . . .
Donc : —1< 8, = B, + &/n < 0. 4. Etude des solutions imaginaires
‘La suite (B )nen- est done bornée par —1 et 0. ‘ (a) L’équation (F,) admet exactement deux solutions réelles a, et §,. De plus,
f d’aprés Détude des variations de P, sur R, on a : P () # 0 et P, (8n) # 0.
R 13 3/ 2012 /A n ) n\%n n\Mn
Ona : B, 4\3//455" jﬁ /3” 5"3 23715" n=0. Ces deux solutions sont donc simples.
Donc : 8. = B —4YnB; +6Vn?py —n Or l'équation (E,) est une équation polynomiale de degré 4. Elle admet
" ) 3n donc quatre solutions comptées avec leur multiplicité.
= 67# _ 4pp 4 26,7 1 (%) L’équation admet donc au moins une solution imaginaire z,. Puisque 1'équa-
3n 39n2 In 3 tion (E,,) est réelle, z,, est une autre solution imaginaire de (F,,).
Puisque la suite (8 )nen+ est bornée, les suites (82)nen+, (872)nen- Nous avons donc les quatre solutions de (E,,).

et (B pen- le sont également.



zn et w, tels que : w, =

Zn.

L’équation (E,,) admet donc exactement deux solutions imaginaires

(b) D’aprés les relations coefficients-racines appliquées a ’équation (E,, ), on a :

ap + Bn+ 20+ 72, =0
nBn + nzn + nZn + Bnin

= anﬁn

O‘nﬂnzn Zn = —N

Jr 6n2n + ZTL’ETL

+ (an + Bn)(zn + Zn) + 202, =0
nBnzn + 0nBrZn + An2nZn + BnznZn
= O‘nﬁn(zn + Zn) + (an + 671)271271 =N

Or : z, + z, = 2Re(z,,) = 2z,

n B + 2(an + Br)n + |Zn|2 =

2@, (an + Br).

D’ou : 9
200 Bn Ty + (an + ﬁn)|zn‘ = -
anﬁn|zn|2 =-"Nn
an+ﬂn 2
On a donc : Tn =5 Or :|z,|° = —anfn —
D’ou : |Zn|2 = —a,fBn + (Oén + 5n)2 = 04721 + anfn + 52‘
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Exercice 1

: Plans et droites vectoriels de R?

1. Montrons que l’ensemble E est un sous-espace vectoriel de R3.
L’ensemble E est, par définition, un sous-ensemble de R3.

Ona :a.04+b.0+c0=0.

Donc : (0,0,0) € E et : E # (). Soient u = (x1,41,21) € E, v = (22, y2, 22)
et (o, B) € R%

On a : au+ fv = (ax1 + fra, ayr + Bya, az1 + Pza).

ek



Or : a(axy + Bxe) + blayr + Byz) + claz + Bz2)
= alazy + by; + cz1) + Blaxy + bys + c29).
Ona :ué€F.Donc :axy+by; +cz =0.
On a également : v € E. Donc : axs + bys + czo = 0.
Dou : a(axy + Br2) + blays + Byz2) + c(azr + fz2) = a.0 + 3.0 = 0.
Donc :au+ v € E.

‘L’ensemble F est un sous-espace vectoriel de R3. ‘

. Par la question précédente appliquée a (a,b,c¢) = (3,2,1) et (a,b,¢) = (1,1,1),
les ensembles F et G sont des sous-espaces vectoriels de R?. L’ensemble F N G
est donc un sous-espace vectoriel de R3.

Soit (z,y,2) € R>.

3 +2y+2=0

Ona : (z,y,2) € FNG — {
r+y+2=0

{y+2z:0
<
L1«3Ly—L1 |z +y+2=0
=-2
< {y i
T =2z
<~ (l‘,y,Z) = (Zv —2272) = 2(17 _2a 1)
F NG =vect(1,-2,1)|

On en déduit :

Remarque 0.1. Les ensembles F et G sont des plans vectoriels de R3. Leur
intersection FNG est une droite vectorielle. Toute droite vectorielle inclue dans F
et distincte de F' NG est supplémentaire ¢ F'NG dans F.

Soit H = vect(0, 1, —2).

Ona :30+21+(—2)=0.Donc :(0,1,-2) € F.Dou : HC F.

On note : v; = (1,—2,1) et va = (0,1, —2).

Montrons que F = (FNG) ® H.

Soit u = (x,y,2) € F.

11 suffit de montrer que ’équation u = u; +us (E) ot u; € FNGet ug NG
admet une unique solution.

11 existe (o, B) € R? tel que u; = o et us = Bus.

Ona :uj+uy =av + Pve = (o, —2a+ S, — 25).

a=z

Donc : (E) < { —2a+8=y
a—20=z
a=z

= (f=y+22
x—2(y+2z)==z2
a=zx

= (fB=y+2

3r+2y+2=0
Or :u€ F.Donc :3z+2y+2z=0.
Dow : (B) < {47 — {ul_ml
B=y+2x uz = (y + 2z)vy
L’équation (F) admet donc une unique solution.
‘On en déduit que F = (FNG) & H et donc H = vect(0, 1, —2) convient. ‘

. Soit u = (z,y,2) € R

11 suffit de montrer que 'équation u = u; +us (F) ot uy € H et us € G admet
une unique solution.

1l existe « € R tel que : u; = avy. On a alors : uq (0, o, —2cv)

Soit (2, ya, z2) les coordonnées de us. On a : z9 + ya + 22 = 0.

On a donc : ug + ug(x9, a + Y2, —2a + 22).

XTo =T
« =
Ona : (F) < ;yQ y_
—20+ 20 =2
To+ Yz +220=0
X9 =T
Y=Y —«
29 = 2 — 2
z+y+z—3a=0
X9 =T
r+y+z —zx+2y—=z
VT T T 3
— r+y+z —2x-2y+=z
Zo=2z—2 = 3
r+y+z

L’équation (F) admet donc une unique solution.

On en déduit que : |R*=H @ F



‘Le terme dominant de ¢(P) est donc na, X".

3. Ona :YVaeR ¢(a) =ap(l)=0.

Exercice 2 : Un morphisme polynomial

o . Donc : R C ker(yp).
1. Montrons que l’application ¢ est un endomorphisme de R[X]. Soit P € R[X]\ R.

L’application ¢ est une application de R[X] dans R[X]. Il suffit donc de montrer Soient n = deg(P) et ay le coefficient dominant de P
= n .

que @ est une applicatiQOIl linéaire. 9 Ona :n > 0eta, # 0. Le terme dominant de ¢(P) est na, X" # 0.
Soient (P, Q) € (R[X])” et (a, ) € R=. Done : P & ker().
Ona : p(aP + Q) = X((aP + BQ)(X +1) — (P + pQ)(X)) : Dot : ker() C R.
= X(aP(X +1) + QX +1) — aP(X) — fQ(X)) On en déduit : |ker(o) =R
=aX(P(X+1)—-P(X X(QX+1)—QX
aX (P(X +1) (X)) + X QX +1) = QX)) 4. (a) Montrons que ensemble E) est un sous-espace vectoriel de R[X].
= ap(P) + Bp(Q) Ona : (0)=0=A\0.
- L e ¥
Ainsi, 'application ¢ est linéaire. Donc : 0 € Ey et Ey # 0.
‘L’application ¢ est donc un endomorphisme de R[X]. ‘ Soient (P, Q) € E? et (a, ) € R%.
2. Soit n € N. Ona :p(aP+ Q)= ag?(P) + Be(Q).
Ona : X" =X(X+1)"-X") Or, P et @ sont des solutions de (£)).
n Donc : ¢(P) = AP et p(Q) = \Q.
—x (% <n> Xk _ xn Dot : p(aP + Q) = AP + AQ = AP + Q).
= k Donc : aP + 5Q € Ej.
n—1 ‘ On en déduit que E) est un sous-espace vectoriel de R[X]. ‘
=xy (") x*
- = \k (b) On suppose que E) # {0}.
n71_ Soit P € E) tel que P # 0.
. N\ ket Soit n = deg(P) et a,, le coefficient dominant de P.
- P k Le terme dominant de P est a, X".
- o Donc, le terme dominant de ¢(P) = AP est Aa, X".
n N~ (P De plus, le terme dominant de ¢(P) est na, X".
— X XkJFl p 9 QD mn
" +kz_0<k> Or :a, #0.
Dong, si n # 0, deg(p(X™)) =n et sin =0, p(X") = 0. Dot : A =n.
Le terme dominant de ¢(X™) est donc nX™. Ainsi, A € N et les éléments non nuls de E) sont des polyndémes
- de degré A.
Soit P = Zaka € R[X] tel que : deg(P) =n. © ceete
k=0 (¢) On suppose que E) # {0}.
On a donc : a, # 0. Soit P € E) tel que P # 0.
On traite deux cas Soit « le coeflicient dominant de P.
(a) Sin#0,o0na :cp(P):Zakcp(Xk). On pose :POZE'
k=0 On a : Fy € E) et Py est un polynéme unitaire.
Si k € [0,n — 1], alors deg(p(X*)) < n = deg(p(X™)). On a également : deg(Fp) = .
De plus, le terme dominant de o(X™) est nX™. Montrons que Ey = vect(FPp).
On en déduit que le terme dominant de p(P) est na, X". Soit Q € E\.
(b) Sin=0,0na :p(P)=app(l)=0. i. SiQ#0 :ona :deg@ = A

Le terme dominant de ¢(P) est donc : 0 = na, X". Soit 8 le coefficient dominant de Q.



On sait que le polynéme Py est unitaire de degré .
On adonc : Q — Py € E) et deg(Q — BFPp) < A
Par la question précédente, on en déduit que
donc : @ = BF,.
ii. Si@Q =0, alors @ =0.F,.

On en déduit que Ey = vect(P).

Soit Qo un polynome unitaire tel que Ey = vect(Qo).

On a : deg(Qo) = deg(Py) = X et les polynomes Py et Qg sont unitaires.

Donc : deg(Py — Qo) < A.

Or ZPo—Q()EE)\.

Par la question précédente, on en déduit : Py — Qg = 0 et donc Py = Qo.

ZQ—,BPQZOGt

On en déduit que si Ey # {0}, alors E est engendré par un unique
polynéme unitaire.

Par I’étude précédente, il suffit de montrer que Ey, Fy, F5 et E3 admettent
un polynéme unitaire.

Ona : (&) < ¢(P)=0 <= P € ker(yp).

Donc : Ey = ker(p) = R = vect(1).

On en déduit

Si P existe, alors deg(P;) = 1 et il est donc de la forme P, = X + a
oua€ R.

Ona :p(X+a)=X(X+1+a—-(X+0a)))=X.

Donc : p(X +a)=X+a < a=0.

Si P, existe, alors deg(P2) = 2 et il est donc de la forme Py = X?4+aX +b
ot (a,b) € R?.

Ona : p(X?+aX+b)=X(X+1)?+a(X+1)+b— (X?+aX +b))
=X2X+a+1)=2X*+(a+1)X
1=2
Donc : ¢(X? +aX +b) =2(X?>+aX +b) < {Zi_o “
a=1
—
b
Si P3 existe, alors deg(P;) = 3 et il est donc de la

forme P = X® 4+ aX? + bX + c ot (a,b,c) € R>.
Ona : X3 +aX?+0X +¢)=X(X+1)P+a(X +1)?+bX +1)+c

—(X®+aX?+bX +0))
=XBX* 4+ (B+20)X +(1+a+b)

D (X 4+ aX? +bX +¢) =3(X3 +aX?+bX +c)
{3+2a:3a

Donc

1+a+b=3b
a=3
<
s

Ona :[Py=1,P =Xet P, =X(X +1)]
Enfin, Py = X(X? 43X +2). D'oit :| Py = X(X +1)(X +2)]|

Dion :| Py = X* +3X° 42X |

Montrons par récurrence que
n—1
VneN E,=vect(P) et Py=[[ X+k (Hn)
k=0

Initialisation : D’aprés les deux questions précédentes, la propriété est
vraie aux rangs 0, 1, 2 et 3.
Hérédité : Soit n € N. On suppose (H,,).
Ona : Py = (X +n)P,.
Donc : ¢(Pui1) = o((X +n)P,)
=X(X4+n+1)P(X+1)— (X +n)P,(X))
=(X4+n)XP,(X+1)—P(X)+XP, 1 (X+1)

:W(Pn)
n—1

=n(X+n)P+ X [[X+k+1
k=0

n
k=1
——
=Pn+1
= (n + 1) Pt
La propriété est donc héréditaire.

Pour tout entier n, ’ensemble FE,, est donc engendré par le poly-
n—1

néme unitaire P, = H X + k.
k=0




