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Enoncé

Exercice 12. Application ensembliste

Soit E un ensemble, et A et B deux parties fixées de E. Soit F' I'application de P(FE)

dans P(A) x P(B) qui a toute partie X de E associe (X N A, X N B).

1.

2
3.
4

. Puisque F(0) =

Déterminer les images de la partie vide et de £\ AU B.

. A quelle condition sur A et B F est-elle injective 7
Est-ce que le couple (), B) admet un antécédent par F' ?
. A quelle condition sur A et B F est-elle surjective 7
Résolution
.Ona :F()=0nA0nB)=(0,0)
et ( \(AUB))=(E\(AUB))NA (E\ (AUB))NB) = (0,0).
Dot ;\ F(0) = F(E\ (AUB)) = (0,0)]

E\ (AUB) =0; cest-a-dire que AUB = E.
Réciproquement, montrons que cette condition est suffisante.
On suppose que : AU B = E. Montrons que f est inejective.
Soit X7 et X, deux parties de E telles que : F(X;) = F(X3).
Onadonc : XiNA=XoNAet X;NB=X,NB.

F(E\ (AU B)), pour que f soit injectif, il est nécessaire que :

Donc (XlﬂA)U(Xl mB):(XzﬂA)U(XQQB)
Or 2(XlﬂA)U(XlﬂB):Xlﬂ(AUB):XlﬁE:Xl (X1CB)
De méme : (XoNA)U (X2N B) = Xs.

D’ou : X1 = XQ.
On en déduit que f est injective.

‘Par conséquent, application F' est injective si, et seulement si AU B = E. ‘

. Soit X une partie de E.

On suppose que F(X) = (0,B). Ona : XNA=0et XNB=B.
Donc : XNANB=AN(XNB)=ANBet XNANB=0NA=0.
Dot : ANB=0.

Pour que (0, B) admet, il est nécessaire que AN B = ().

Réciproquement, si AN B =, alors F(B) = (AN B,BNB) = (0, B).

‘Le couple (0, B) admet un antécédent par F' si, et seulement si, AN B = (. ‘

. Nous venons de voir qu'une condition nécessaire pour que F' soit surjective est :

ANB=0.

Montrons que cette condition est suffisante.

On suppose que : AN B = 0.

Soit X1 C Aet Xo C B.

Montrons que (X, X2) admet un antécédent par F.
Ona : F(Xl UXQ) = (Aﬂ(Xl UXQ),BO(Xl UXQ)) =
X1)U(BNXy)).

Or : X;CA Donc : X NA=X;et X;NBCANB=40.
Deméme : Xo C B.Donc : XoNB=Xset XoNACBNA=0.
D’ou : F(X1 UXQ) = (Xl,XQ).

(ANX1)U(ANXa), (BN

‘La fonction I est donc surjective si, et seulement si, AN B = (.

:AUB=F

Remarque 2.1. L’application F est donc bijective si, et seulement si
et ANB =0 ; c’est-a-dire si, et seulement si A =CgB.



