Lycée Gustave Eiffel Année 2010-2011 2. (a) On suppose : xg=a+ f et 1 = ar; + fra.

Mathématiques PTSI 2 Exercice hebdomadaire n"16 On montre :Vn e N wu, = ar] + fr3.
Rendu le 2 février 2011 Pour cela, on montre par récurrence :
Vn €N wu, = ar? + Bri et upyq = arPT 4 Byt

Suites récurrentes

Initialisation
Exercice n°9 - feuille n°8

Ona :uy=x9=a+p=ar+pr.
Et :u1:x1=a7”1+57“2:047"%+57"%~

1 EHODCé La prol?riété est vraie au rang 0 et au rang 1.
Heérédité
Exercice 9. Suites récurrentes Soit n € N.
. ) o On suppose u, = ar + Bry et up 1 = arf™ + grott,
On considére une suite (un)nen de nombres complexes définie par Montrons : nis = O”ﬂ?lz+2 + ﬁr?”.
ug =x9 € C Ona :Upiz = aUpii+buy,
m=o et = alar* 4 Byt + bar + Br3)
Upt2 = QUp1 + buy = ar?(ar; +b) + Bry(ars + b)
ol a et b sont deux nombres complexes. Or, r1 et 7o sont des racines de x
2 ) :
On pose alors : x(X) = X faX—b' ) ) Donc :r%—arl—bzoet :r%—arg—bzo.
On note r1 et o les deux racines de x (si x admet une racine double alors r; = r5). On en déduit : ary +b=r2et :ary+b=r2.
1. Justifier proprement que la suite (uy,)nen est bien définie. Dot : Upyo = arlri + Brivs = ar?? 4 prot2
2. (a) Montrer que, si zp = a+ S et x1 = ary+0ry, alorsVn € N w,, = arl + 5. Par récurrence, on en déduit : ‘Vn eN wu, =arl +pry
(b) On suppose r1 # 3. (b) D’aprés la question précédente, il suffit de déterminer a et 3 tels que
Déterminer « et 8 en fonction de xg, x1, r1 et ro tels que : Vn € N w, = a+ 8=y (L)
e (B)
ary + fry. ary + fro =1 (L2)
3. On suppose 11 =719 =71 # 0. =
ppose 1 =7 # ' Or : (E) = ot =1
(a) Exprimer a et b en fonction de r. B(re —r1) =x1 —rwo (L2 —r1l1)

. et 1719 — 0.
(b) Montrer que si zg = a et 1 = (a+ B)r, alors Vn € N w,, = (a4 Bn)r"™. T2 T # B —FTe raTo— a1 T4 — oo
o = 1’0 —_ = =

(¢) Déterminer « et § en fonction de xg, x1 et r tels que : Vn € N w, =

. - To —T1 To —T1 KT — T2
(o + Bn)r™. Done : (E) _ 1 — T
4. Application : T2 —T1
Soit (uy)nen la suite définie par : ug =0, ug =1 €t Upp2 = Upt1 + Up. On en déduit - Vne N 1w — T1 —T2%o n G Sl GO
Exprimer u,, en fonction de n. ’ n r—1y L o — 1 :

3. (a) Les nombres 71 et ro sont les racines du polynomes y(X) = X? —aX —b.

2 Résolution Par conséquent :a =1y +1re et —b=1ri7s.
2 c Or :ry=rp=r.
1. On considére 'application : F': . L’application F' est Donc :| a=2ret :b=—r |
(x,y) +— az+by

(b) On suppose : xg =« et 1 = (a+ B)r.
On montre :Vn e N wu, = (a+nf)r.
Initialisation
Ona :uy=mz9=a=(a+0,3)r’

Et :u; =21 = (a+ B)r=(a+1.8)r"

bien définie sur C2. La suite (un)nen est donc définie par ug = g, u; = 1 et
Unp42 = F(unvun—i-l)-
Or :2geCetax eC.

’ La suite (uy,)nen est donc bien définie.




~

La propriété est vraie au rang 0 et au rang 1.
Hérédité : Soit n € N.
On suppose u, = (a+nf)r" et upy1 = (a+ (n+1)8)r" .
Montrons : u, 1o = (a + (n +2)8)r" 2.
Ona :upto = aupy1 + buy
= ala+ (n+1)B)r" ™) +b(a+np)r"
= ar™(ar+b)+ pr*(a(n+ 1)r +bn)
Or :a=2retb=—r%
Donc : (ar 4+ b) = 2r2 — 7% =12
et : (a(n+1)r+bn) =2r*(n+1) —nr? = (n+ 2)r2.
Dol : Upio = ar™r? + Br(n + 2)r? = (a + (n + 2)8)r" 2,
Par récurrence, on en déduit : ‘Vn eN wu, = (a+np)r"

D’apreés la question précédente, il suffit de déterminer o et 8 tel que

a = T
(E){ (a+B)r =1
Or :r#0.
o = T
6_1‘1—1"1‘0

Donc : (E) <= {

r

4. La suite (un)nen ainsi définie est la suite précédente dans le cas

On en déduit : Vne N wu, = (mo + nml_mjo) r’.
T

ta=1,b=1,
xo =0 et x; = 1. On étudie les racines de x(X) = X? — X — 1.
Le discriminant de x est 5.

. 1++5 1-+5
Les racines de x sont r; = .
En particulier, les racines de y sont distinctes. On peut appliquer les résultats
X1 — 120 o

Uy = /1 +
KT —To

et ro =

trouvés a la question 2. Pour n € N, on obtient ainsi

T1 — o
—h.
ro—T1

Or 27"1—7"2:\/5,3?1—7“2.’170:161] txp —1rxg = 1.

oL (1evB) 1 (1=
'“"_\/5 2 NG 2
Vs 145\ VB [(1-v5\

Donc

On en déduit : =




