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Etude locale de fonctions et de courbes

1 Enoncé

Exercice 4. Aprées avoir éventuellement prolonger la fonction f en 0 ou en 0T ou 07,
déterminer l’équation d’une tangente de f en 0 ainsi que la position relative du graphe
de f au voisinage de 0.

In(1 + ax)

8 J(@) = 1+a

oila€R

Exercice 5. Déterminer, si elle existe, une équation de l'asymptote de f(x) en +oo
ainsi que la position relative du graphe de f au voisinage de +00.

5. fa) = x2+1ln<2x+1)

r+1 r+1

Exercice 7. Etudier la nature des points stationnaires des courbes suivantes :

{ x(t) =3t — 3
2. 1

y(t) =1+ )

2 Reésolution

2.1 Exercice 4 - n°8

In(1 + ax)
8. 0 : =—
. N 3
Or :In(l14+u)=u 2—|—3—|—ugo(u ).
a*r?  adx
En posant : u = az, on obtient : In(1+ ax) = ax — 5 + 3 + oo(mg)
r—r

1
De plus :mzl—x—i—xz—k o (2?).

z—0 1

2,.2 3,3
Dou : f(x)= (a:c— a; a; + go(x3)) (1—3:+:c2+ go(a:Q))
2,2 3,.3
= az ——= —|—ax+o(:1:3)
2 3 z—0
5 a*az’
—ax 5
+ax
a*+2a 5 2a°+3a®+6a 4 3
=ar — x4+ x>+ o (z°)
2 6 z—0

De plus, on a : a® + 2a = a(a + 2).
On traite quatre cas :

2
2
uxQ <0.

(a) Sia €] — oo, —2[U]0, +o0], alors : — 5

2
2
MIQ > 0.

(b) Sia€]—2,0[, alors : — 5

(¢) Sia=0,alors : f(x)= =0.

(d) Sia=—2,alors : f(z) = -2z — §x3 + o (2%).

On en déduit que le graphe de f admet en 0 une tangente d’équation y = ax.
De plus, pour I’étude de la position relative du graphe de f, il y a les quatre
cas suivants :

(a) Sia €]—o0, —2[U]0, +o0], alors le graphe de f est en-dessous de sa tangente
au voisinage de 0.

(b) Sia €]—2,0][, alors le graphe de f est au-dessus de sa tangente au voisinage
de 0.

(c) Sia =0, alors le graphe de f est confondu avec sa tangente.

(d) Sia= -2, alors le graphe de f est au-dessus de sa tangente au voisinage
de 07 et en-dessous au voisinage de 0.




On a la figure suivante :

I
L

4 4 4
1 1 1

—0.5

—-0.4

-0.3 —-0.2

. a€]—

2.2 Exercice 5 - n°5

2+ 1 2z 41
5. 0 : = I '
na : f(x) r+1 n(erl)
1
On pose :u= —.
x
1 2 2
L 4+1 =41 114w 2+u
At - _ 2 In (2 —— 1
insi : f(x) %_1_1 n<i+1> wl4+u n(1+u)
1 2
Ona : Tu =(1+u*)(1 ( %)

7u+u2+ 1]
1—|—u u—
= 1-—u +u*+ o (u?)
u—0
+u?

1—u+2u*+ o (u?)
u—0

2,0

24u

. _ _ 2 2
De plus : 1+u—(2—|—u)(1 u+u —|—ugo(u )
= 2 —2u +2u*+ o (u?)
u—0
u —u
=2—u+u’+ o (u?)
u—0
2
Donc :ln< +u) =ln@2-u+u?+ o (u?))
14+u u—0
2
_ _r v 2
=In(2)+1In (1 2-4— 5 +ugo(u ))
02
Or :In(1+v)=v——+ o (v?).
2 v—0
0 u, v 2
n pose v775+? ugo(u).
9] . 2_£+ ( 2)
na :vt=-r+ o (u). 2
24w\ U 9
Dot =1 (1+u)_ m2) =5 +5+,9,0)
02
8
u  3u? 9
_ln(2)—§—|—? ugo(u)

On en déduit que :

u  3u?
f(z) = 1 (1—u+2u —|—ugo(u2)> <1n(2) ~3 +38+ugo(u2)>
= % (In(2) —In(2)u  +2In(2)u® + ugo(u2)
3 )

_ 2In( ) +1

In(2 u +

16In(2) +7 , 9
_In(2 ~ 2In(2 )—|—1 161n(2) + 7
+ U
U 2 8
2In(2)+1 161In(2 1
=1In(2)z — n(2)+ + 6n()+7+ 0 <>
2 8x z—+oo \ T
161n(2) +7
: %ﬂ_ > ( au voisinage de 4o0.
T

SR




On en déduit que le graphe de f admet en +0o0 une asymptote d’équation
2In(2) +1
y=mn2)r - ———

voisinage de +o00.

et le graphe de f est au dessus de son asymptote au

On a donc la courbe suivante :
A
12

10

2.3 Exercice n°7 - n°2

2. La fonction z est un polynome. ELle est donc définie sur R.

De plus, la fonction y est définie en ¢ si, et seulement si, t*> # 0. Elle est donc
définie sur R*.
Ainsi, le paramétrage de la courbe est défini sur R*.

( 1
Ona :ax(—t) = =3t +3t3 = —x(t) et y(—t) = > + 7= y(t).

Ainsi, on peut réduire ’étude & R et on déduit le reste de la courbe par la
symeétrie d’axe (Oy).
Les fonctions z et y sont des fractions de polynomes. Elles sont donc dérivables
sur R*.
De plus, on a : 2/(t) =3 — 3t* = 3(1 — t)(1 + t)

4 2
ot :y,(t):%_?g:Qt 1:2(t D+ 1)(¢ +1).

3 t3
!
Ainsi, { I, (i)

y()ig e t=1lout=—1.

La courbe admet donc deux points stationnaires ent =1 et en t = —1.

Par la réduction du domaine d’étude précédente, il suffit d’étudier le point
stationnaire en 1.
On pose :u=1t-—1.
Ona :t=u+1.
Dou : x(t) =3(u+1) — (u+1)*
=2—3u?—u?
=2-3t—-1)2—(t—1)?

et y(t)=(u+1)%+ 2:1+2u+u2—|—

T+ 0+ o)
: 1 2 _ 3 31)2
Or : (1+u)2_(1 utut—u +ugo(u )
=1-2u+3u® -4+ o (u®)

u—0

Dot : y(t) = 2+ 4u® — 4u® + 00(u3)
u—

=244(t—1)% —4(t —1)* + Lo ((t= 1)3)
On en déduit : (;Eg) = @) + (t — 1)2@+(t - 1)3@+£1((t —1)%).

=V =V
Les vecteurs V5 et V3 ne sont pas colinéaires.

La courbe admet en ¢ = 1 une tangente de vecteur directeur I_/é (:13) et un

rebroussement de premiére espéce.
Par la symétrie d’axe (Oy) et 'inversion de sens de parcours, la courbe admet

en t = —1 une tangente de vecteur directeur \72’ (3

4> et un rebroussement de

s X s I =, (—1
premiére espéce. Le deuxiéme vecteur caractéristique est alors Vs < 4 )




On a la figure suivante

5 A
4 +4
- ¥ \Z
il ’
3 +4
2 +4
7
11 3
-3 -2 -1 2 3




