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Enoncé

Exercice 18. L’anneau Z[v/3]

On pose Z[V3] = {x € R / 3(a,b) € Z* © = a + bV/3}.

1.
2.

. Pour tout z élément de Z[v/3], on pose

Démontrer que Z[v/3] est un sous-anneau de R.

Démontrer que tout élément z de Z[v/3] s’écrit de facon unique sous la forme
x = a+ bV/3 avec (a,b) € Z* (on utilisera le fait que V3 € Q et on pourra
commencer par rechercher les entiers relatifs a et b vérifiant : a 4 bv/3 = 0).

. Siz = a4 bV/3, avec (a,b) € Z2, on pose T = a — bV/3, que 'on appelle le

conjugué de = dans Z[\/?:] Montrer que 'application ¢ :  +— T est un morphisme
d’anneaux.

: N(z) = 2m.
(a) Démontrer que : Yz € Z[V3] N(z) € Z.

(b) Démontrer que : V(z,y) € Z[V3]*> N(zy) = N(z)N(y).

. Btablir qu'un élément z de Z[v/3] est inversible dans Panneau Z[v/3] si, et seule-

ment si, N(z) = +1.

. Vérifier que les éléments suivants sont inversibles dans Z[v/3] et donner leurs

inverses : 74 4v/3, 26 — 15v/3.

. On pose Q[vV3] = {z € R / 3(a,b) € Q% x = a + bV/3}.

(a) Démontrer que Q[v/3] est un sous-corps de R.

(b) Montrer que tout sous-anneau A de Q[v/3] contient Z, i.e. Z C A.
(¢) En déduire que tout sous-corps K de Q[v/3] contient Q, i.e. Q C K.
(d) Déterminer tous les sous-corps de Q[v/3].

)
)
)
)

Résolution

. Montrons que Z[v/3] est un sous-anneau de R.

Par définition, Z[v/3] C R.
Montrons que Z[\/g] est un sous-groupe pour l’addition.

Ona :0=0+0V3.

Donc : 0 € Z[V3)].

Dot : Z[V3] # 0.

Soit (z,y) € (Z[V3])2.

Montrons que = —y € Z[V/3].

1l existe (ag, by, a1,b1) € Z* tel que : x = ag + boV3 et y = a1 + b1V/3.
On aalors :xz—y = (ap+ bO\/?:) — (a1 + blx/g) = (ag —a1) + (bg — bl)\/g.
Or :ap—bp€Zeta —b €7Z.

On en déduit que : x —y € Z[V3].

Par conséquent, I’ensemble Z[\/g] est un sous-groupe pour 'addition.
Ona :1=1+0V3.

Donc : 1 € Z[V3].

Montrons que Z[v/3] est stable par multiplication.

Montrons donc que : xy € Z[V/3].

Ona : zy = (ag + boV3)(a1 + b1v3) = (agar + 3bob1) + (agbr + a1bo)V/3.
Or : apgai + 3bgby € Z et agby + a1bg € Z.

Donc : zy € Z[V3].

L’ensemble Z[v/3] est stable par multiplication.

| On en déduit que Z[v/3] est un sous-anneau de R. |

. Soit (a,b) € Z tel que : a+bv3 = 0.

Montrons que a = b = 0.

Si b # 0, alors \/ézf%e(@.

Or :V3¢Q.

On en déduit que b = 0.

Donc :a=a+bV3=0.

On en déduit que a = b= 0.

Soit x € Z[\/g] et (ag,bo,a1,b1) € Z* tel que : x = ag + boV3 et © = ay + b1 V3.
Montrons que ag = ay et by = by.
On a : a0+bo\/§=a1 +b1\/§.
Donc : (ag — a1) + (bo — b1)V3 = 0.
Par ce qui précede, on en déduit que
Par conséquent, ag = a1 et by = b;.

Zao—alzbo—blzo.

On en déduit que tout élément x € Z[\/g] s’écrit de maniére unique sous
la forme = = a + bZ[V/3] avec (a,b) € Z2.

. Par l'unicité de Décriture sous la forme a + bv/3, Papplication @ :x +— T est bien

définie.

Soit (x,y) € (Z[V3])%

11 existe (ao, by, a1,b1) € Z* tel que : = ag+ boV'3 et y=ai + b1V3.
Montrons que ¢(z + y) = p(z) + ¢(y).



Ona :x+y=(ag+boV3)+ (a1 +b1V3) = (a0 + ar) + (bo + b1)V/3.
Donc : ¢(z +y) = (ap + a1) + (bo + b1)V3 = (ap + a1) — (bo + b1)V3 =
(ap — bo\/g) + (a1 — b1\/§)-

Drou : p(z +y) = o(z) + ¢(y).
Ona :1=1+0V3.

Donc : ¢(1) =1 —0v/3.

Dou : (1) =1.

Mountrons que p(zy) = p(z)e(y).
On a : zy = (apay + 3bob1) + (aoby + a1be)V'3.

Donc : ¢(zy) = (apay + 3bob1) — (apby + albo)\/§
= ao(a1 —bl\/g) —bo\/g(—bl\/g—Fal)
= (Clo - b(]\/g)(al - b \/?;)

Dot : p(zy) = o(z)p(y)-

I On en déduit que I'application ¢ est un morphisme d’anneau.

(a) Soit = € Z[V/3].
1l existe (a,b) € Z2 tel que : = = a + bV/3.
On a alors : N(z) = 2% = (a + bV/3)(a — bV/3) = a® — 3b%.
Or : (a,b) € Z*. Donc : a® — 3b? € Z.(%)
On en déduit que :| Vz€Z N(z)€Z |

(b) Soit (z,y) € Z[V3].
On a : N(xy) = zyay = zyzy = vTyy = N(z)N(y).
On en déduit que : | Y(z,y) € Z[V3] N(zy)= N(z)N(y) |

. Soit = € Z[V3].

On suppose que z est inversible dans Z[v/3].
Montrons que : N(z) = £1.

Ona :z7'ez[V3].

Donc : N(zz™') = N(z)N(z™1).

Or : N(zz ') =N(1)=1.

et : N est & valeurs dans Z.

On en déduit que N(x) est inversible dans Z.
Par conséquent, N(z) = 1.

On suppose maintenant que : N(z) = £1.
Montrons que z est inversible dans Z[v/3].

On a : N(x) = 2Z.
et : N(x) = +1. Donc : N(z)? = 1.
Donc : z(N(z)z) = 1.

Or :Z € Z[V3] et N(x) € Z. Donc, N(z)z € Z[V3].
On en déduit que : 2 est inversible dans Z[v/3].
sl = N(z)7.(1)

Remarquons que

7.

Par conséquent, un élément x € Z[v/3] est inversible dans Z[v/3] si et
seulement si N(z) = £1.

Par I'égalité (x), ona : N(74+4v3) =72 —3%42 =49 — 48 = 1.

Par (#) et la question 5, 7 + 4V/3 est inversible dans Z[v/3]
et (7T+4V3)" ' =7-4V3

De méme, N (26 — 15v/3) = 262 — 3 % 15% = 676 — 675 = 1.

Par (#) et la question 5, 26 — 15v/3 est inversible dans Z[v/3]
et (26 — 15v/3)~1 = 26 + 15V/3

(a) Par le méme raisonnement qu’a la question 1, I’ensemble @[\/5] est un
sous-anneau (il suffit de remplacer Z par Q).
Soit = € Q[v3] \ {0}.
1l existe (a,b) € Q tel que : 2 = a + bV/3.
Sia—bv3=0ectb#0, alors \/§:%e@.

Or :V3¢Q.

Donc, si a — bv/3 =0, alors b = 0 et donc a = 0.
Or :a+bvV3#0etdonc :a#0etb#0.
Dot :a—bV3#0.

On a alors : (a+ bv3)™! L

a+ b3
a—bV/3
(a+bv3)(a —bV/3)
a—bV/3
a? — 3b? b
a
T a2 —3p2 112731)2\/g
€ Q.

b
€Qet T

. 2 : a
Or (a7b)EQ . Donc : m

On en déduit que : (a +bv3)~' € Q[V3].
| On en déduit que Q[v/3] est un sous-corps de R. |

(b) Soit A un sous-anneau de Q[v/3].
Montrons, par récurrence, que si a € A, alors Vn € N na € A.
Soit a € A.
Ona :0xa=0¢€A.
et :1xa=ac€A.
La propriété est donc vraie au rang 0 et 1.
Soit n € N.
On suppose que na € A. Montrons que (n+ 1)a € A.
Ona :(n+1)a=na+a.
Or :na€ AetacA.




Donc : (n+1)a € A. Soit K un sous-corps de Q[v/3] différent de Q.

Par récurrence, on en déduit que si a € A, alors Vn € N na € A. Montrons que K = Q[v/3].

Or,ona :1€ Aetdonc : —1 € A. Ona :QCK.

On en déduit que :VneZ nec A Or :Q#K.

et donc : Il existe donc x € K tel que : x € Q.

(¢) Soit K un sous-corps de Q[v/3]. 1 ex;ste (a, b) €Qtelque sz =a +bb\/§ it b#0.
L’ensemble K est donc un sous-anneau de Q[v/3]. Par la quebtlorglj?_c,aon aacketbe K
On adonc :Z C K.() Donc : V3 = b € K.

Soit .m € Q. ) » Soit y € Q[v/3].

1l existe (p,q) € Z x Z* tel que : x = . Montrons que y € K.

Par (1), ona :pe K et Q € K*. I existe (c,d) € Q tel que y = ¢+ dV/3.
DOHC'EEK Onadonc :cec K,de K et V3€ K.

On en déduit : y € K.

q
On en déduit : Donc : K = Q[\/g]

(d) L'ensemble Q est un sous-corps de Q[v/3]. | On en déduit que les sous-corps de Q[v/3] sont Q et Q[v/3]. |




