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1

Enoncé

Exercice 21. Suite géométrique.

Soit ¢ € R. Soit (uy,)nen une suite réelle telle que : Vn € N upq1 = quy,.

1.
2.

3.

2.

Montrer que Vn € N wu, = ug.¢".
Soit (n,m) € N?. Exprimer u,, en fonction de u,,, q, n et m.

n n+1
On suppose g # 1. Montrer, par récurrence, que : Z U = Ug

k=0 1=q

. Que devient la somme si g =17

Résolution

. Montrons, par récurrence, que : Vn € N w,, = ug.¢" (Pn)

Initialisation : On a : ug.¢° = ug.1 = ug.
La propriété (Py) est donc vraie.
Hérédité : Soit n € N. On suppose (Py,).
Montrons (Pr41)-
Ona: Upt1 = q.uy

=q.q"uo ()
1

= uo.q"+
On en déduit : (Py41)-
Ainsi, nous avons montré : Vn € N

(Pn) - (Pn+1)~

Par le principe de récurrence, on en déduit : ’Vn eN wu, =ug.q"

On traite deux cas :
(a) Sig#0:0na: u, =ug.q" =up.q".q" ™
Or : Uy, = up.q™
Donc : uy = Up.qg" ™.
(b) Sig=0: on traite deux sous-cas :

i. Sin=0: ona:u, = ug.

1—g¢q

ii. Sin>0:o0ona: u, =uy.0" =0.

sig#0
sig=0etn=0
0 sig=0etn>0

n—m
Uy -q

On en déduit : |u, = < ug

Remarque 2.1. Remarquons que l'on a toujours la relation u, = Upm.q"~

stn >m méme st q=0.

n
1— n+1
. Montrons, par récurrence, que : Z up = uo% (Qn).
k=0 N
0
Initialisation : On a: Z U = U
k=0
RO ek e 1-¢
et : = = up.
0= P 07 p 0
0
) 1— q0+1
On a donc bien : ;uk = Uy (Qo)
Hérédité : Soit n € N. On suppose (Q,,).
Montrons (Qy11).
n+1 n
On a : Zuk = Zuk—i—unH
k=0 k=0
1— qn+1 1
=u U b
g + uoq ()

l_qn—i-l "
w (e

1—¢"" + (1 —qq"!

1—-gq
1_qn+2

:uo

= ’uo
l=gq
On en déduit (Q,+1). Ainsi, nous avons montré : ¥n € N

m

(Qn) - (Qn+1)-

n
Par le principe de récurrence, on en déduit : |Vn € N Z U = U
k=0

1

_ qn+1

1—gq

. On suppose que g = 1.

Par la question 1, on a alors : Vn € N u,, = ¢".ug = uog.

n n
Ainsi, E Uk = E Uugp-
k=0 k=0



n+1 n

n
D’ou : Zuk:(n+1)uo On a: Zu0:Zu0+u0
k=0 k=0 k=0

A nouveau, ce résultat peut se démontrer par récurrence : =(n+1ug+up (1)

On en déduit (H,+1). Ainsi, nous avons montré : Vn e N (H,,) = (Hn+1)-

Montrons, par récurrence que : Vn € N Z up = (n+ Dug  (Hn).

k=0
0 n
Initialisation : On a : Z up = up = (0+ 1)uo. Par le principe de récurrence, on en déduit : |Vn € N Z up = (n+ 1ug
La propriété (Hg) est dokncO vraie. "
Heérédité : Soit n € N. On suppose (H,,). Remarque 2.2. Lorsque l’on rédige la phase d’hérédité d’une récurrence, il faut s’as-
Montrons (H,+1)- surer que l’on utilise bien [’hypothése de récurrence. Remarquons que cela est fait dans

chacune des récurrences précédentes en (1), (b) et (). D’autre part, lors de cette phase,
on ne peut utiliser la propriété qu’au rang n et au rang 0, qui a €té établi lors de la
phase d’initialisation. Rien n’est connu a priori sur la propriété aux autres rangs (en
particulier au rang n+ 1/).



