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Étude d’une suite définie par récurrence

1 Énoncé
Exercice 36. Étude d’une suite définie par récurrence

1. On étudie la fonction f telle que f(x) = 0 si x = 0 et f(x) =
x

ln(x)
sinon.

(a) Obtenir l’ensemble de définition D de f .
(b) Justifier que f est de classe C1 sur [0; 1[ .
(c) Dresser le tableau de variations de f . On y fera apparaître les différentes

limites et la valeur de f(e) .

2. On étudie la suite v telle que v0 = 3 et ∀n ∈ N, vn+1 =
vn

ln(vn)
.

(a) Montrer que ∀n ∈ N, vn > e.
(b) Justifier que la suite v converge et déterminer sa limite.

(c) Montrer que ∀x > e, 0 6 f ′(x) 6
1

4
.

(d) Énoncer l’inégalité des accroissements finis.

(e) Montrer que ∀n ∈ N, |vn − e| 6 1

4n
.

(f) Sachant que 45 > 1000, déterminer un entier n1 à partir duquel vn est une
valeur approchée de e à 10−12 près.

2 Résolution
1. (a) Soit x ∈ R. La fonction f est définie en x si et seulement si x = 0 ou

x

ln(x)
est bien définie. Cette dernière quantité est définie si, et seulement si, x > 0
et ln(x) 6= 0. C’est-à-dire si x > 0 et x 6= 1.

On en déduit que le domaine de définition de f est R+ \ {1}, i.e. sur
D = [0, 1[∪]1,+∞[.

(b) On calcule le taux d’accroissement de f en 0.

On a :
f(x)− f(0)

x− 0
=

x

ln(x)

x
=

1

ln(x)
.

Or : lim
x−→0

ln(x) = −∞.

D’où : lim
x−→0

f(x)− f(0)

x− 0
= 0.

On en déduit que f est dérivable en 0. De plus : f ′(0) = 0.
La fonction f est une fraction de fonctions de classe C1 sur ]0, 1[.
Donc, f est une fonction de classe C1 sur ]0, 1[.

De plus, f ′(x) =
ln(x)− x 1

x

ln2(x)
=

ln(x)− 1

ln2(x)
.

Or : 1 = o
x→0

(ln(x)).

Donc : f ′(x) ∼
x→0

ln(x)

ln2(x)
=

1

ln(x)
.

Comme précédemment, lim
x−→0

1

ln(x)
= 0.

Donc : lim
x−→0

f ′(x) = 0 = f ′(0).

On en déduit que f ′ est continue en 0. La fonction f est donc C1 en 0.

La fonction f est C1 sur [0, 1[.

(c) On a : f ′(x) =
ln(x)− 1

ln2(x)
.

Donc, f ′(x) est du signe de ln(x) − 1. Or, ln est une fonction strictement
croissante et ln(e)− 1 = 0. On en déduit le tableau de variations suivant :

x

f ′(x)

f(x)

0 1 e +∞

0 − − 0 +

00

−∞

+∞

ee

+∞+∞

On a : ln(x) ∼
x→1

x− 1 et x ∼
x→1

1. Donc : f(x) ∼
x→1

1

x− 1
.

Or : lim
x−→1+

1

x− 1
= +∞ et lim

x−→1−

1

x− 1
= −∞.

D’où : lim
x−→1+

f(x) = +∞ et lim
x−→1−

f(x) = −∞.

De plus, par le théorème des croissances comparées, on a :
lim

x−→+∞
f(x) = +∞.
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2. (a) D’après le tableau de variations de f , l’intervalle [e,+∞[ est f -stable.
De plus, 3 ∈ [e,+∞[. Et, la suite (vn)n∈N est définie par : v0 = 3 et
∀n ∈ N vn+1 = f(vn). La suite (vn)n∈N est donc à valeurs dans [e,+∞[.
On en déduit : ∀n ∈ N vn ≥ e

(b) Montrons que la suite (vn)n∈N est décroissante.
Soit n ∈ N.
On a : vn+1 − vn =

vn
ln(vn)

− vn = vn
1− ln(vn)

ln(vn)
.

Or : vn ≥ e.
Donc : vn ≥ 0, ln(vn) ≥ 0 et 1− ln(vn) ≤ 0.
On en déduit : vn+1 − vn ≤ 0.
La suite (vn)n∈N est donc décroissante.
Or, la suite est minorée par e. La suite (vn)n∈N converge.
La fonction f est une fraction de fonctions continues sur [e,+∞[. Elle est
donc continue. Par conséquent, la suite (vn)n∈N converge vers un point fixe
de f .
Soit x ∈ [e,+∞[.

On a : f(x) = x ⇐⇒ x

ln(x)
= x ⇐⇒ 1

ln(x)
= 1

⇐⇒ ln(x) = 1 ⇐⇒ x = e
Le seul point fixe de f est donc e.

La suite (vn)n∈N converge vers e.

(c) On a : f ′(x) =
ln(x)− 1

ln2(x)
.

On a déjà vu précédemment que : f ′(x) ≥ 0 sur [e,+∞[.

On introduit g la fonction définie par : g(u) =
u− 1

u2
=

1

u
− 1

u2
.

On a alors f ′(x) = g(ln(x)) et ln(x) ≥ 1 sur [e,+∞[.
On étudie donc g sur [1,+∞[.

La fonction g est dérivable et : g′(u) = − 1

u2
+

2

u3
=

2− u

u3
.

Ainsi, g′ est positif sur [1, 2] et négatif sur [2,+∞[. La fonction g admet

donc un maximum en 2. Or : g(2) =
1

4
. D’où : f ′(x) ≤ 1

4
sur [e,+∞[.

On en déduit : ∀x ∈ [e,+∞[ 0 ≤ f ′(x) ≤ 1

4

(d) L’inégalité des accroissements finis est l’énoncé suivant :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ]a, b[ et continue sur [a, b] telle
que : ∀x ∈ [a, b] |f ′(x)| ≤M . Alors, on a : |f(a)− f(b)| ≤M |b− a|.

(e) Montrons par récurrence ∀n ∈ N |vn − e| ≤ 1

4n
.

Initialisation : On a : |v0 − e| = 3− e ≤ 1 =
1

40
.

La propriété est donc vraie au rang 0.

Hérédité : Soit n ∈ N. On suppose : |vn − e| ≤ 1

4n
.

Montrons |vn+1 − e| ≤ 1

4n+1
.

On applique l’inégalité des accroissements finis sur l’intervalle [e, vn]. La fonc-
tion f est dérivable sur [e, vn] et, par la question 2c la valeur absolue de f ′ est

majorée par
1

4
sur cet intervalle. On obtient ainsi : |f(vn)−f(e)| ≤

1

4
|vn−e|.

D’où : |vn+1 − e| ≤ 1

4

1

4n
=

1

4n+1
.

La propriété est donc héréditaire.

On en déduit : ∀n ∈ N |vn − e| ≤ 1

4n

(f) On a : 45 > 1000 = 103.

Donc :
1

420
< 10−12.

D’où, si n ≥ 20,
1

4n
< 10−12.

Or : ∀n ∈ N |vn − e| ≤ 1

4n
.

On en déduit que, si n ≥ 20, vn est une approximation de e à 10−12 près.
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