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Polynémes

1 Enoncé

Exercice 10.

1. Soit P =
par :

(
(
(¢) (X -

Exercice 14.

1. Factoriser dans R[X] les polynomes suivants : X° —

2. Soient A =

Quelques divisions euclidiennes

(X —2)?" + (X — 3). Déterminer le reste de la division euclidienne de P

1, X6—1, X8 +1.

X32 _1et B=X2%- 12X + 1 deux polynémes de R[X]. Montrer

que B divise A.

2 Reésolution

2.1 Exercice 10

(a) Soit (@, R) le reste de la division euclidienne de P par (X —1)(X — 3).
Ona : P=(X-1)(X-3)Q+R.
Donc : P(1) = R(1) = (-1)*"+(1-3)=—let : P(3)=R(3)=1""+0=1.
Or :deg(R) <deg((X -1)(X—-3)—1=1.
Il existe donc (a,b) € R? tel que : R = aX + b.
1) = b=-1
Dou : R(l)=a+ (S)
R(3)=3a+b=1
Or : (5) «— {a+ <=>{+
La+La—L1 |2a =2 a=1
b=-2
a=1

On en déduit que :

(b) Soit (@, R) le reste de la division euclidienne de P par (X — 1)3.

Ona :P=(X-1°Q+R.

Le nombre 1 est une racine triple de (X — 1)*Q.

Donc : P(1) = R(1) = -1, P'(1) = R'(1) et P"(1) = R"(1).
Or : P'=2n(X —2)>"1 +1et P’ =2n(2n—1)(X —2)*" 2

Dou : P'(1)=2n(-1)*""1+1=1-2n

et : P"(1) =2n(2n —1)(=1)>""2? = 2n(2n — 1).

On a : deg(R) < deg((X —1)*) —1=2.

1l existe donc (a,b,c) € R® tel que : R =aX? +bX +c.

On a alors : R' =2aX +bet R" = 2a.

R(1)=a+b+c=-1

R'(1)=2a+b=1-2n ()

R"'(1) =2a=2n(2n—1)
c=—1l—-a—-b=-1-n2n—1)—1+4n* = -2 +n +2n?
b=1-2n—2a=1-2n—2n12n—1) =1 — 4n>
a=n(2n-1)

IR=n2n-1)X*+(1

On en déduit :

Or : (9) <=

On en déduit que —4n*)X — 2+ n+ 2n?

Soit (Q, R) le reste de la division euclidienne de P par (X — 1)%(X +1).
Ona : P=(X-13%X+1)Q+R.
Le nombre 1 est une racine double de (X — 1)*(X + 1)Q.
Donc : P(1)=R(1)=—-1et P'(1)=R'(1) =1-—2n.
De plus : P(—1) = R(—1) = (=3)’n —4 = 9" — 4.
On a :deg(R) <deg((X —1)*(X +1))—1=2.
Il existe donc (a,b,c) € R? tel que : R =aX?+bX +c.
On a alors : R =2aX +b

R(1)=a+b+c=-1
On en déduit : ¢ R'(1)=2a+b=1-2n (S).

R(-1)=a—-b+c=9"—

a+b+c=-1
Or : (5) <= 2a+b=1-2n
Lg(—Lg*Ll
—2b=9" -3
3—-9" 9" —4dn—-1 9"+4n -9
=—l-b—a=-1- - _
c 1-b—-a 23_9n 1 1
— a:1—2n—b:172n27 5 :9"—171—1
y_ 3 g
2

On en déduit que : R:9 4n X2 3 29 X ) +4n 9




2.2 Exercice 14

+ +
2 4
Dot | X°—1=(X—1) X2—2cos(;>x+1) <X2—2005<>X—|-1>

5
(b) Ona : X6 1= (X —e F)(X —e F)(X —1)(X —eT)(X —eT)(X +1)
= (X - DX +1)((X —e F)X —eF))((X —e F)(X —eF))
( e )X 41)

Dion | X°—1=(X - (X + (X2~ X +)(X*+ X +1)|
(c) Ona : X% +1= X8 —¢l™

1)( +
Dot 1| X8 +1 = (X2—2cos (g)X+1) <X2—2cos<37r)X+1> (X2—2cos (5%)X+1>

2. On a :Xzf\/§X+1:(Xf§)2+1/2

:(X_ﬁm@) (X_ﬁ_i@

2 2
=(X —ei%)(X —e_i%)
On a : A(ei%) = (ei%)32— 1=e8"—-1=0
Et : A(e_i%) = (e_i%)32 —1=e¥"_1=0.

Donc : €7 et ‘ei% sont des racines distinctes de A.
Dou : (X —e'*1)(X —e™'4)|A.

On en déduit :



