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Polynômes

1 Énoncé

Exercice 10. Quelques divisions euclidiennes

1. Soit P = (X − 2)2n+(X − 3). Déterminer le reste de la division euclidienne de P
par :

(a) (X − 1)(X − 3)

(b) (X − 1)3

(c) (X − 1)2(X + 1)

Exercice 14.

1. Factoriser dans R[X] les polynômes suivants : X5 − 1, X6 − 1, X8 + 1.

2. Soient A = X32 − 1 et B = X2 −
√
2X + 1 deux polynômes de R[X]. Montrer

que B divise A.

2 Résolution

2.1 Exercice 10

(a) Soit (Q,R) le reste de la division euclidienne de P par (X − 1)(X − 3).
On a : P = (X − 1)(X − 3)Q+R.
Donc : P (1) = R(1) = (−1)2n + (1− 3) = −1 et : P (3) = R(3) = 12n + 0 = 1.
Or : deg(R) ≤ deg((X − 1)(X − 3))− 1 = 1.
Il existe donc (a, b) ∈ R2 tel que : R = aX + b.

D’où :

{
R(1) = a+ b = −1
R(3) = 3a+ b = 1

(S)

Or : (S) ⇐⇒
L2←L2−L1

{
a+ b = −1
2a = 2

⇐⇒

{
1 + b = −1
a = 1

⇐⇒

{
b = −2
a = 1

.

On en déduit que : R = X − 2

(b) Soit (Q,R) le reste de la division euclidienne de P par (X − 1)3.
On a : P = (X − 1)3Q+R.
Le nombre 1 est une racine triple de (X − 1)3Q.
Donc : P (1) = R(1) = −1, P ′(1) = R′(1) et P ′′(1) = R′′(1).
Or : P ′ = 2n(X − 2)2n−1 + 1 et P ′′ = 2n(2n− 1)(X − 2)2n−2.
D’où : P ′(1) = 2n(−1)2n−1 + 1 = 1− 2n
et : P ′′(1) = 2n(2n− 1)(−1)2n−2 = 2n(2n− 1).
On a : deg(R) ≤ deg((X − 1)3)− 1 = 2.
Il existe donc (a, b, c) ∈ R3 tel que : R = aX2 + bX + c.
On a alors : R′ = 2aX + b et R′′ = 2a.

On en déduit :


R(1) = a+ b+ c = −1
R′(1) = 2a+ b = 1− 2n

R′′(1) = 2a = 2n(2n− 1)

(S)

Or : (S) ⇐⇒


c = −1− a− b = −1− n(2n− 1)− 1 + 4n2 = −2 + n+ 2n2

b = 1− 2n− 2a = 1− 2n− 2n(2n− 1) = 1− 4n2

a = n(2n− 1)

.

On en déduit que : R = n(2n− 1)X2 + (1− 4n2)X − 2 + n+ 2n2

(c) Soit (Q,R) le reste de la division euclidienne de P par (X − 1)2(X + 1).
On a : P = (X − 1)2(X + 1)Q+R.
Le nombre 1 est une racine double de (X − 1)2(X + 1)Q.
Donc : P (1) = R(1) = −1 et P ′(1) = R′(1) = 1− 2n.
De plus : P (−1) = R(−1) = (−3)2n− 4 = 9n − 4.
On a : deg(R) ≤ deg((X − 1)2(X + 1))− 1 = 2.
Il existe donc (a, b, c) ∈ R3 tel que : R = aX2 + bX + c.
On a alors : R′ = 2aX + b

On en déduit :


R(1) = a+ b+ c = −1
R′(1) = 2a+ b = 1− 2n

R(−1) = a− b+ c = 9n − 4

(S).

Or : (S) ⇐⇒
L3←L3−L1


a+ b+ c = −1
2a+ b = 1− 2n

−2b = 9n − 3

⇐⇒


c = −1− b− a = −1− 3− 9n

2
− 9n − 4n− 1

4
=

9n + 4n− 9

4

a =
1− 2n− b

2
=

1− 2n− 3−9n
2

2
=

9n − 4n− 1

4

b =
3− 9n

2

On en déduit que : R =
9n − 4n− 1

4
X2 +

3− 9n

2
X +

9n + 4n− 9

4
1



2.2 Exercice 14
1. (a) On a : X5 − 1 = (X − e−

4iπ
5 )(X − e−

2iπ
5 )(X − 1)(X − e

2iπ
5 )(X − e

4iπ
5 )

= (X − 1)
(
(X − e−

4iπ
5 )(X − e

4iπ
5 )
)(
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2iπ
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2iπ
5 )
)
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(
X2 − (e−

2iπ
5 + e

2iπ
5 )X + 1

)(
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4iπ
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4iπ
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)
D’où : X5 − 1 = (X − 1)

(
X2 − 2 cos

(
2π

5

)
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)(
X2 − 2 cos

(
4π

5

)
X + 1

)
(b) On a : X6 − 1 = (X − e−
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)
D’où : X5 − 1 = (X − 1)(X + 1)(X2 −X + 1)(X2 +X + 1)

(c) On a : X8 + 1 = X8 − eiπ

= (X − e
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iπ
8 )(X − e

3iπ
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3iπ
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D’où : X8 + 1 =

(
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(π
8
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5
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2. On a : X2 −

√
2X + 1 = (X −

√
2

2
)2 + 1/2

=

(
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2

2
+ i
√
2

2
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2

2
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.

On a : A
(
ei
π
4

)
=
(
ei
π
4

)3
2− 1 = e8iπ − 1 = 0

Et : A
(
e−iπ4

)
=
(
e−iπ4

)3
2− 1 = e−8iπ − 1 = 0.

Donc : ei
π
4 et ei

π
4 sont des racines distinctes de A.

D’où : (X − ei
π
4 )(X − e−iπ4 )|A.

On en déduit : B|A
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