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Sous-espaces vectoriels de suites

1 Enoncé

Exercice 14. Sous-espaces vectoriels de suites

Soit F={ucRY /Vn €N o= 1tps1 +tn}
et G={uecRY /VneNu,o=2u,11 — 3u,}.

1. Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels engendrés par deux vecteurs.

2. Montrer que si v € F'N G, alors u est une suite géométrique de raison 4.
3. En déduire F N G.

2 Reésolution

1. Soit u € RY.
La suite u est un élément de F’ si, et seulement si, u est une suite récurrente linéaire

1\* 5
d’ordre 2 de polynome caractéristique : y(X) = X? — X — 1 = (X - > - =

2 4
1+5 1-5
() (- 0)
14++/5 t1—\/5
2 YT

La suite est donc un élément de F si, et seulement si, il existe (o, ) € R? tel

que :VneN un:a<1+2\/5> +5<1_2\/5>

145\ 1-v5)"
On a donc : szect((( 5 >> ,(( 5 )) )
neN neN

En particulier, F' est un sous-espace vectoriel engendré par deux vecteurs. ‘

Les racines de x sont

Soit u € RY.
La suite u est un élément de G si, et seulement si, u est une suite récurrente linéaire
d’ordre 2 de polynéme caractéristique : x(X) = X? —2X +3 = (X —1)* +2

= (X - (14+iV2)(X — (1 -iV?2))
Les racines de x sont 1 + V2 et 1—iv2.

La suite est donc un élément de G si, et seulement si, il existe (a, ) € C? tel
que :¥neN u, =a(l+ivV2)" 4+ B(1 —iv2)".

Or :siVn € N a(l +ivV2)" + (1 —iv2)" € R, alors : o+ € R et
a(1+iv2) + B(1 —iv2) € R.

En soustrayant et en divisant par 2, on obtient : i(a — ) € R et donc
a—peikR.

a+f=a+8

a—fB=-a+p

Par somme et en divisant par 2, on obtient : a = .

Réciproquement, si o = 3, alors :

VneN ol +iv2)" 4 B(1 —iv2)" = B(1 +ivV2)" + S(1 —iV2)"

=B(1—iV2)" + B(1 —iV2)" € R
Donc, la suite est donc un élément de G si, et seulement si, il existe § € C tel que :
vneN u, =3(1+ 1\/5)” + 51— iV/2)™ si, et seulement si, il existe (a,b) € R?
telque :Vn € N u, = a+ib(1 +ivV2)" + (a +1ib)(1 — ivV2)"

—a((1+1v2)" + (1-v2)") 40 ((1-1v2)" — (1+iv2)")
= 2aRe((1 4 iv2)"™) — 2bIm((1 +iv/2)"™)

(g1 + i\/i)"))neN)

On a donc :

On a donc : |G = vect ((Re((l + 1\/5)7’))

neN

En particulier, G est un sous-espace vectoriel engendré par deux vecteurs. ‘

. Soitu e FNG.

Soit n € N.
On a : Upyo =Upy1 + Uy = 2Upt1 — 3Uy.
Donc : up41 = 4uy,.

‘La suite u est une suite géométrique de raison 4.

. Soitw e FNG.

La suite u est une suite géométrique de raison 4. On a donc :Vn € N w, = up4".
On a : us =wuy +ug = 4ug + up = dug

et @ us = 4%uy = 16uy.

Donc : bug = 16ug. D’ou : ug = 0.

La suite u est donc nulle.

On en déduit

Remarque 2.1. Les espaces F' et G sont en fait deux plans vectoriels (i.e. deuz
espaces vectoriels de dimension 2) dont lintersection est un point. Une telle
situation peut se produire si la dimension de l’espace ambiant est plus grande ou
égale a 4. Ici, Uespace ambiant est RY qui est un espace de dimension infinie.



