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Equation différentielle

1 Enoncé

Exercice 41. Equation différentielle

On désigne par FE le R-espace vectoriel des applications de classe C*° de l'in-
tervalle ]0,4+o00[ dans R. Pour a un nombre réel non nul, on définit Papplica-

tion T, {E — F
L o= (@eanf(a) + f(2)

1. Démontrer que T, est un endomorphisme linéaire de E.
2. Déterminer les éléments du noyau de T,,.

3. Pour (a,b) € (R*)?
4

. Former I’équation différentielle du second ordre vérifiée par un élément f de E si,
et seulement si, f € ker(T, o Tp).

5. On

, déterminer les éléments de ker(7T, o Ty).

cherche les solutions sur ]0,+oo] de l'¢quation différentielle
(L) 2%y’ +4zy +2y=0

(a) Vérifier que toute solution de (L) est de classe C* sur |0, +oo]. (raisonner

par récurrence en supposant y de classe C* ).

(b) Déduire les solutions de (L) de I'étude précédente.

2 Reésolution

1. Soit f € E.
La fonction f est une fonction de classe C*°. Donc, f’ est une fonction de classe
Cc™.
La fonction Ty, (f) = (x — axf'(x) + f(x)) est donc une fonction de classe C*
par produit et somme de fonctions C*.
L’application T, est bien une application de F dans FE.
Soit (f,g) € E? et (\, u) € R2.
Soit z € R.
Ona : T,(\f + pg)(x) = ax(\f + pg)'(x) + (Af + pg)(x)
/

= ax(\f'(z) + pg'(z)) + M (x) + pg(z)
= XNax f'(z) + f(x)) + plazg' (z) + g(x))
= Mo (f)(z) + pTu(g)(x)

Donc : To(Af + ng) = AXTo(f) + uTa(g).-

‘L’application T, est un endomorphisme de E. ‘

2. Soit f € E.
Ona : feker(T,) < VzxeR"™

<= f est solution de
Y

() + (x) =
caxvy +y=0 (E)

Or : (F) < ¢y +==0.
ax |
Une primitive de — est w
ax a o) )
La solution générale de I’équation (E) est donc : de™ "« = Az~ = ou A € R.
D’ou : |ker(T,) = vect(z — x*%)
3. Soit f € E.

Ona : feker(TpoTy) < To(Th(f)) =0g

> Ty(f) € ker(Tq)

e INERVz eR™ baf(x)+ flz) =z«

On résout I'équation différentielle : bxy’ +y = pY (E).
Par la question précédente, la solution de I’équation homogéne associée a (E) est
1

nxr .
Par la méthode de variation de la constante, on cherche une solution de (E) sous

la forme : g(z) = p(x)a"*.

Ona :¢(x)=p(x)z b @$*%*1.

Donc + bag'(a) +a) = b (o)t = o) ot = by,
Ainsi, g est solution de (F) si, et seulement si, p est solution de I’équation :

b ()t ™% = \z—5  (E).
m

Ona : (B — p(z)=2\

1

xTrb a

b

xrv
On cherche donc une primitive de A

b
On traite deux cas :
. 1 1
(a) Sia#b :ona :5—7—1;&—1.
—_— a
%_%_1 x%_% a,;ptly a
Une primitive de A 5 est : )\b % - %) =3
art~a 1 az~ @
Une solution de (F) est donc : A xTh =X
a—>b ,oa— b
La solution générale de (F) est donc )\7; + oz,



5.

Th
(b) Sia=b :onaalors : A = —.

1 1_q

5o 1
T est : n(x)

Une primitive de A

x %bln(x)
Une solution de (F) est donc : )\f

La solution générale de (F) est donc : )\SET + px

1
Puisque " i 5 #0et 7 = 0, on en déduit que :
1 1
vect (x»—>a:_3),(33|—>x_3)> sia#b
ker(T, o Tp) = L )

vect ((x — z7?), (z — ln(a:)xfﬁ)) sia=1b
Soit f € E.
Soit x € R**.

Ona : Ty(f)(x) = bef'(2) + f(x) et (T,(f)) (x) = baf" () + bf'(2) + ['(z) =

b f"(x) + (b + 1) f'(x).
Donc : (T, o Ty)(f)(x) b f"(x) + (b +1)f'(x) + baf' (z) + f(z) =

= ax(
abz® f"(z) + (ab+a +b)f'(x) + f(x).

Ainsi, les éléments de ker(7T, o Tp) sont les solutions de 1’équation différentielle :

aby” + (ab+a+b)y +y=0

(a) Soit f une solution de (L).
Montrons par récurrence que f est une fonction de classe C* pour tout
k € N*. Initialisation : Une solution de (E) est dérivable deux fois. Donc
la fonction f est dérivable deux fois. En particulier, f et f' sont continues.
Ona :Vx e R 22f"(x) +4daf'(z)+2f(x) = 0.

Donc :Vz € R™ f’(z) = —w (*)-

Ainsi, par sommes, produits et fractions de fonctions continues, la fonction

f" est continue.

La fonction f est donc de classe C2.

Hérédité : Soit k > 2.

On suppose que la fonction f est de classe C*.

La fonction f’ est donc de classe C¥~ 1.

Par la relation (x), la fonction f” est une fraction de sommes et produits de
fonctions de classe CF~1,

La fonction f” est donc une fonction de classe C*~1. La fonction f est donc
de classe C**1.

La propriété est héréditaire.

Ainsi, la fonction f est de classe C* pour tout k € N.

‘Toute solution de (L) est donc une fonction de classe C* sur |0, +o0]. ‘

2
Ona : (L) — %y"+2xy’+y:0.
_1
On cherche (a,b) € R? tel que : 2 (9)
ab+a+b=2
1
ab= -
Ona : (95 = 2 3 <= a et bsont les racines de :P =
a+b=_
3 1 2
X?-X+-.
2 +2 1

Or :P:(X—l)(ng).
Par I’étude précédente, les solutions de (E) sont les éléments du noyau de
T1 o) T; .

2

Ona :1# %
On a donc : ker(T} o T%) =vect((z = z71), (z = 272)).

"

P ou ()\7/,6) S R2.

A
La solution générale de (L) est donc : — +
T




