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Une équation
Exercice n̊ 25 - feuille n̊ 1

1 Énoncé
Exercice 25. Une équation

Soit un réel α tel que −π
2
< α <

π

2
. Résoudre :(

1 + iz
1− iz

)4

=
1 + i tan(α)
1− i tan(α)

2 Résolution
On note (E) l’équation à résoudre. Le domaine de définition de (E) est C \ {−i}

Ona :
1 + i tan(α)
1− i tan(α)

=

1 + i
sin(α)

cos(α)

1− i
sin(α)

cos(α)

=

cos(α) + i sin(α)
cos(α)

cos(α)− i sin(α)
cos(α)

=
eiα

e−iα

= e2iα

Donc : (E) ⇐⇒
(
1 + iz
1− iz

)4

= e2iα

⇐⇒ ∃k ∈ {0, 1, 2, 3} 1 + iz
1− iz

= ei
α+kπ

2 (Ek)

Onfixe :k ∈ {0, 1, 2, 3}.
On a : (Ek) ⇐⇒ 1 + iz = ei

α+kπ
2 (1− iz)

⇐⇒ i
(
1 + ei

α+kπ
2

)
z = ei

α+kπ
2 − 1

Or : (E′k) 1 + ei
α+kπ

2 = 0 ⇐⇒ ei
α+kπ

2 = −1

⇐⇒ ei
α+kπ

2 = eiπ

⇐⇒ α+ kπ

2
= π[2π]

⇐⇒ α = 2π − kπ[4π]
Donc, si 1 + ei

α+kπ
2 = 0, alors α = 0[π], et puisque α ∈

]
−π
2
,
π

2

[
, α = 0.

Si α = 0, on a alors : (E′k) ⇐⇒ kπ = 2π[4π]

⇐⇒ k = 2[4]

⇐⇒ k = 2 (k ∈ {0, 1, 2, 3}
On traite deux cas :

1. Si α 6= 0 ou k 6= 2 :

On a alors : (Ek) ⇐⇒ z = −i e
iα+kπ

2 − 1

1 + ei
α+kπ

2

(
1

i
= −i)

⇐⇒ z = −i
ei
α+kπ

2

(
ei
α+kπ

4 − e−iα+kπ
2

)
ei
α+kπ

2

(
ei
α+kπ

4 + e−iα+kπ
2

)
⇐⇒ z = −i

2i sin
(
α+kπ

4

)
2 cos

(
α+kπ

4

)
⇐⇒ z = tan

(
α+ kπ

4

)
2. Si α = 0 ou k = 2 :

On a alors : ei
α+kπ

2 = −1. Donc : (Ek) ⇐⇒ 0 = −2.
L’équation n’a donc pas de solution.

Ainsi, si α = 0, les solutions de (E) sont tan(0) = 0, tan
(π
4

)
= 1 et tan

(
3π

4

)
= −1.

Les solutions trouvées sont réelles. Elles sont bien toutes dans le domaine de définition
de (E),C\{−i}.

L’ensemble des solutions de l’équation est donc :
{
tan

(α
4

)
, tan

(
α+ π

4

)
, tan

(
α+ 2π

4

)
, tan

(
α+ 3π

4

)}
si α 6= 0

{0, 1,−1} si α = 0

1


