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3. Par les croissances comparées, on a : lim

Etude d’une fonction
Exercice n°14 - feuille n°2

1 Enoncé
Exercice 15. Ftude d’une fonction

In(x)

Soit f la fonction définie par 'expression suivante : f(x) =

. Déterminer le domaine de définition de f.
. Déterminer la tangente du graphe de f en 1.
. Etudier le comportement asymptotique en +oco de f.

. Dresser le tableau de variations de f.

T o= W N =

. Etudier la convexité de f. Montrer que f posséde un unique point d’inflexion que
I’on déterminera.

6. Représenter graphiquement la fonction f.

2 Reésolution

1. La fonction In est définie sur RT*.

On suppose donc : = > 0.

1
On a :%20 <~ In(z) >0 < z>1.

‘La fonction f est donc définie sur [1, +o0]. ‘

fl@) @) fl@)  vIn()
2. Ona : 1 71‘_1*(96_1)\/5.
Or :2—1>0.

flx)—f(1) VIn(x) _[In(x) 1 1

Donc : = = .
z—1 (x —1)2/z r—1yz -1z
o Im(x) o, 0 . r . r
Or .wﬂnlx_l—ln(l)—l,wﬂnlm——kooetzhi)nlﬁ—l.
D’ou : lim M:+OO
r—>1 r—1

On en déduit que la fonction f admet en 1 un asymptote verticale. ‘

r—r+00 X

Dou :| lim f(z)=0

T—> 400

‘ Le graphe de la fonction f admet donc une asymptote d’équation y = 0.

|
4. Sur |1, 4o00[, la fonction (x — n(:v)) est une fraction de fonctions dérivable.
x

Elle est donc dérivable. |
De plus,ona :Vx>1 M>0.

Puisque la fonction /” est dérivable sur RT*, la fonction f est dérivable sur

1, +ool.
12 —1In(x) 1 1 —1In(z)
Ona : f'(z) = (w > = .
f@) 2 ) g 2e/amo)
Ainsi, f/'(z) est du méme signe que 1 — In(z).
Or :1-In(z) >0 <= In(z) <1 < z<e.
On a donc le tableau de variations suivant :

x 1 e —+00

f'(@) +

-
f(@) O / \0

Nl

. La fonction f’ est une fraction de fonctions dérivables sur ]1, +oc[. Elle est donc

dérivable./ L1l . 1 B B
Ona : f'(z) = 3 ln%(:p) zTE=g <ln 2(1:)—ln2(as))1: 2
Donc : f’(x) = % (i (—;lng(x) - 1lné(a:)> a7h - g (lnfé(m) - ln%(x)> 1:_3>
= i (— lnfg(x) - 41n7%(x) +3In? (x)) a3
3In*(z) — 4In(z) — 1

41n? (x).x?
Le signe de f”(z) est celui de 3In*(z) — 4In(z) — 1.
On pose X = In(x).
On cherche les racines du polynéome 3X2 —4X — 1.
Son discriminant est : A = 28 = (2/7)2.
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Ses racines sont donc :

6 3 6 3
On a donc :3X2—4X—1:3<X— 2+3\ﬁ> (X— 2_3\ﬁ>.
2 2 —
D'ou : 3In*(z) —4In(z) —1=3 (hl(l’) - +3ﬁ> (ln(:z:) - 3ﬁ>
2 -7 2 -7
Or :lIn(x)— 3\f>0<:>x>exp< 3f>
2 -7 2 -7
De plus : 3\f < 0. Donc : exp ( 3\[> <1.
. o 2-V7 . p
Puisque 2 > 1, on en déduit que : In(x) — T > 0. Le signe de f"(x) est
2 7
donc celui de In(z) — +3f.
Or :lIn(x) — 2+3\ﬁ >0 < z>exp <2+3\ﬁ>
On a donc le tableau de signe suivant :
x 1 e2+3ﬁ +00
f"() - 0 +

2 7
On en déduit que la fonction f est concave sur |1,exp + \[)] et convexe

3
() )
sur |exp 3 , 00 .

. Elle admet un point d’inflexion en exp (

|

3
. On donne les approximations a 1072 prés suivante : e ~ 2,72,

24 V7 24 /T
et o~ 061, exp< “f) ~ 4,70, f(exp( +‘[>> ~ 0,57

3 3

et f’ (exp <2 +3\ﬁ>> ~ —0,02.

On a la figure suivante :
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