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Nombre complexes et trigonométrie

Exercice 1. Une équation de degré 3

On considére I’équation d’inconnue z € C suivante :
P +62-2=0 (E)

. g2
On pose : j =¢'3.

1. Justifier I'existence de deux nombres complexes u et v tels que :

{u+v:z (S)

uy = —2

2. On suppose que z est une solution de (E) et que u et v vérifient les relations (.5).
(a) Montrer que : u® + v =2

(b) Montrer que u® et v* sont les solutions d’une équation du second degré que I'on
précisera.

(c) On suppose, de plus, que : |u| < |v|. En déduire les valeurs de u® et v,
(d) Préciser les trois valeurs possibles pour le couple (u,v).
(e) En déduire qu’il existe k € {0,1,2} tel que : z = R4 — 2R

3. En déduire la forme algébrique des solutions de (F).
Exercice 2. Etude d’une somme

Soient n € N* et xz € R.
On souhaite étudier la somme suivante :

2n—1
S = (—1)* cos(2kz)
k=0
sin(2nz) sin ((2n — 1)x) S 2 E[ﬂ]
1. Montrer que : S = cos() 2
2n six = 5[%]

s
2. Uniquement pour cette question, on suppose n = 2 et x = 12

Déduire de la formule précédente la valeur de cos (%)

3. (a) Question de cours : Soit 6 € R.
Rappeler la formule de cos?(#) en fonction de cos(26).
2n—1
(b) En déduire une expression de Z (—1)F cos?(kx)

k=0



Probléme 1. Etude d’une transformation du plan

On note P le plan muni d'un repére orthonormé direct.
On considére 'application
Iy C — C
12— 2z(1-—2)
On désigne également par F' l'application de P dans P qui au point M(z) d’affixe z fait

correspondre le point M’ = F(M) d’affixe 2’ = f(2).
Partie I

1. Quels sont les points invariants par F' (c’est a dire les points M tels que F(M) = M)?
2. Quels sont les points ayant pour image le point A d’affixe —47

3. Quels sont les points ayant pour image le point B d’affixe 2 + 2i7
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. Soient M; et My deux points du plan d’affixes respectives z; et 2o tels que 2y # zs.
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur z; et zo pour que F(M;) = F(Ms).
Donner une interprétation géométrique a cette condition en termes du milieu du seg-
ment [Mh Mg}

5. Déterminer I’ensemble des points M du plan ayant un antécédent par F' (c’est a dire tels
qu’il existe un point N pour lequel F(N) = M).
6. Quels sont les points du plan ayant un et un seul antécédent par F'7
Partie II
1. Soit D, la droite du plan d’équation y = 0.
(a) Déterminer 'image de D; par F' (c’est a dire I'ensemble des points F'(M) lorsque M
décrit D).
(b) i. Soit z € C. Déterminer une condition nécessaire et suffisante simple pour
que f(z) soit un nombre réel.
ii. En déduire 'image réciproque de Dy par F' (c’est a dire 'ensemble des points M
du plan tels que F(M) € D).
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2. Soit Dy la droite d’équation x = 0. Soit (C) la courbe du plan d’équation = = %

(a) Dessiner la courbe (C).
(b) Montrer que I'image directe de Dy par F' est la courbe (C).

(c) Soit z € C. Déterminer une condition nécessaire et suffisante simple pour que f(z)
soit un imaginaire pur, puis donner une équation simple de la courbe image réci-
proque de D, par F.

On ne cherchera pas a tracer cette courbe.

3. Soit C = {M(x,y) € P/z* +y* =1 et y > 0}.

(a) Soit ¢ € [0, 7]. Soit z = e'. Calculer le module r et un argument @ de f(z) en fonction
de t.
2 5
(b) Soit T'y = F(Cy). Représenter les points d’affixe f(z) lorsque t € {0, %, g, g, ?ﬂ, %7 W}.
Donner 'allure de la courbe C;. On admettra que cette courbe admet une tangente
verticale aux points F'(1,0) (obtenu lorsque ¢t = 0) et F'(—1,0) (obtenu lorsque ¢ = 7).

(¢) Soit, de méme, Cy = {M(z,y) € P/z*> +y* = 1 et y < 0}. Démontrer que I'on peut
déduire C, de C; par une transformation géométrique simple.

(d) Dessiner I'image directe par F' du cercle C de centre O et de rayon 1.



