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Géométrie dans I’espace - Courbe

Exercice 1. Etude d’une famille de plans

L’espace &£ est rapporté au repére orthonormal direct R = (0,7, 7, E)
Pour tout m € R, on considére ’ensemble P,, d’équation cartésienne :

(=3m+z+(m+1)y+(1-—m)z—2m+2=0 (Bm)
Soit § d’équation cartésienne :

2?2+t 2+ 22 +62+8=0 (E)

1. Montrer que 'ensemble S est une sphére dont on précisera le centre 2 et le rayon R.
2. Montrer que, pour tout m € R, ’ensemble P,, est un plan.
(a) Montrer que I’ensemble des points communs aux plans P, est une droite D dont on donnera un
systéme d’équations cartésiennes.
(b) Déterminer une représentation paramétrique de D.
(c) Montrer que D est tangente & la sphére S en un point A dont on précisera les coordonnées.
(d) Déterminer une équation cartésienne du plan Q passant par A et orthogonal a la droite D.
(e) Quels sont les points qui n’appartiennent & aucun des plans P, ?
4. (a) Pour tout m € R, montrer que P, NS est un cercle C,, dont on précisera le centre €2, et le rayon R,,

(éventuellement nul).

(b) Montrer que les points €2, appartiennent & un cercle C’ indépendant de m de plan Q (trouvé a la
question 3d) dont on précisera le centre Q' et le rayon R'.
Indication : Un raisonnement géométrique sera préférable.

Exercice 2. Etude d’une courbe et d’une suite

Pour tout ¢ € R}, on définit :

ro=ew(-1) o -0

1. Prouver que f et g sont dérivables sur R’ et que pour tout t € RY, tf'(t) = g(t).

2. Montrer que g est prolongeable par continuité en 0.
En déduire que le prolongement (encore noté g) est dérivable en 0.

3. (a) Faire un tableau de variations de g sur R.
(b) Faire un graphe de ¢ sachant qu’une valeur approchée de e™! est 0,36 & 10™2 prés.

4. On étudie dans un repére orthonormal (O,7,7) la courbe paramétrée I définie sur 0, 400 par M (t) de
coordonnées x(t) = f'(t) et y(t) = g(t).

5. Déterminer les valeurs de t pour lesquelles le point M (¢) appartient a la premiére bissectrice d’équation
y=z.

6. Etudier la limite de la pente de la droite (OM (¢)) lorsque t tend vers 07 ou +oo.

(a) En utilisant la question 3, faire un tableau de variations de x et y sur ]0, +0o| en précisant les limites
en 07 et en 4o00.

(b) Tracer la courbe paramétrée T' en repérant les tangentes verticales ou horizontales.
t
8. Soit n > 3 un entier naturel. Soit I’équation (E,,)f(t) = — d’inconnue ¢ > 0.
n

(a) En utilisant la question 3, montrer que (E,,) a une unique solution dans |0, 1] notée a,.
(b) Montrer que la suite (o, )n,>3 est monotone.
(c) Etudier la nature de (,),>3. Préciser sa limite.

)

(d) Déterminer un équivalent de (av,)n>3-



‘Complément de cours :‘

Définition 1. Suite négligeable

Soient (an)nen et (byn)nen deux suites réelles.
On dit que (a,)nen est négligeable devant (b, )nen (ou (by)nen est prépondérante devant (ay)nen) lorsqu’il
existe une suite (g,,)nen telle que liIJrrl €n = 0 et un rang N & partir duquel a,, = €,b,,.
n—-+oo
On note a, = 0p— 400 (by) OU a,, = 0(by,) (871l 0’y a pas d’ambiguité) et on lit "a,, est un petit o de b,".

Définition 2. Suites équivalentes

Soient (ap)nen et (by)nen deux suites réelles. On dit que (ap)nen est équivalente & (by,)nen lorsque a, — b, =
o(by,).

On note a,, ~ b, ou a,~b, (s'il n’y a pas d’ambiguité sur la variable).
n—-+oo

Proposition 1. Caractérisation a l'aide du quotient

Soient (an)nen €t (by)nen deux suites réelles.
On suppose que (by,)nen ne sannule pas & partir d’un certain rang.

a
(@n)nen est équivalente & (b, )nen si et seulement si lim  — = 1.
n—-+4oo bn
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