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Polynômes - Suites

Problème 1. Étude des racines d'un polynôme - Calcul de ζ(2)

1 . Questions préliminaires

(a) Soit P ∈ C[X] un polynôme de degré n ≥ 1 : P (X) = a0 + a1X + a2X
2 + ...+ anX

n.

Rappeler la formule permettant de calculer la somme σ1 =

n∑
i=1

αi = α1 + α2 + · · · + αn des ra-

cines (αi)
n
i=1 de P en fonction de ses coe�cients ak, k ∈ J0, nK.

(b) Pour tout ϕ ∈ R tel que φ 6= 0[π], exprimer cotan2(ϕ) en fonction de sin(ϕ) où cotanϕ =
cosϕ

sinϕ
.

2 . a . Soient p ∈ N et ϕ ∈ R. Démontrer l'égalité :

sin
(
(2p+ 1)ϕ

)
=

p∑
k=0

(−1)k
(
2p+ 1

2k + 1

)
cos2p−2k(ϕ) sin2k+1(ϕ)

b . En déduire que pour tout entier p ∈ N et pour tout réel ϕ 6= kπ où k ∈ Z, on a :

sin
(
(2p+ 1)ϕ

)
= sin2p+1(ϕ)

p∑
k=0

(−1)k
(
2p+ 1

2k + 1

)(
cotan2ϕ

)p−k

3 . Soit p ∈ N∗ et P ∈ R[X] le polynôme dé�ni par : P (X) =

p∑
k=0

(−1)k
(
2p+ 1

2k + 1

)
Xp−k

a . Pour tout entier k ∈ J1, pK, on pose γk = cotan2
(

kπ

2p+ 1

)
.

Calculer P (γk) pour tout k ∈ J1, pK.
b . Véri�er que le polynôme P possède p racines distinctes, que l'on précisera.

c . En déduire les égalités :

p∑
k=1

cotan2
(

kπ

2p+ 1

)
=
p(2p− 1)

3
et

p∑
k=1

1

sin2
(

kπ
2p+1

) =
2p(p+ 1)

3

4 . a . Démontrer que pour tout réel ϕ ∈]0, π
2
[, 0 < sinϕ < ϕ < tanϕ.

b . En déduire que pour tout p ∈ N∗, on a :

p(2p− 1)

3
<

(2p+ 1)2

π2

p∑
k=1

1

k2
<

2p(p+ 1)

3

c . Soit la suite (Sn)n≥1 dé�nie par Sn =

n∑
k=1

1

k2
.

Démontrer que la suite (Sn)n≥1 converge vers une limite S que l'on précisera.

5 . Soient les suites (un)n≥1, (vn)n≥1 et (wn)n≥1 dé�nies par :

∀n ≥ 1, un =

n∑
k=1

1

(2k)2
, vn =

n∑
k=0

1

(2k + 1)2
et wn =

n∑
k=1

(−1)k+1

k2

Montrer que ces trois suites sont convergentes et déterminer les valeurs exactes de leurs limites respective-
ment notées U , V et W .
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Problème 2. Étude de deux suites

On suppose que l'entier naturel n est tel que n ≥ 2.
Soit fn(x) = 3xn exp(−x2)− 1 = 3xne−x2

− 1.

1 . Quel est le signe de fn(0) et de fn(1) ?

2 . Étudier les variations de fn sur [0,+∞[. Donner la limite de fn(x) quand x tend vers +∞. En déduire
que fn s'annule sur [0,+∞[ en deux réels réels notés un et vn qui véri�ent un < 1 < vn.

3 . Quelle est la limite de la suite (vn)n≥2 ?

4 . a . Calculer exp(−u2n) en fonction de un
n.

b . En déduire le signe de fn+1(un).

c . Déduire de ce qui précède la monotonie de la suite (un)n≥2.

d . Montrer que la suite (un)n≥2 est convergente. Soit l la limite.

5 . Soit gn dé�nie sur ]0,+∞[ par : ∀x > 0, gn(x) = ln(3) + n ln(x)− x2.
a . Soit t > 0. Montrer que gn(t) = 0 si et seulement si fn(t) = 0.

b . On suppose que l 6= 1. Trouver une contradiction en utilisant ce qui précède. Conclure.

c . Soit la suite (wn)n≥2 dé�nie par : ∀n ≥ 2, wn = un − 1. En utilisant un développement limité de
gn(1 + wn) = gn(un), trouver un équivalent simple de wn.
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