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Algébre linéaire - Dérivation

Probléme 1. Une application de l’égalité de Taylor-Lagrange
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L’égalité de Mac Laurin, avec reste de Lagrange, a ’ordre 2
a désigne un nombre réel strictement positif, et f une fonction continue sur [0, a] et deux fois dérivable
sur ]0, a[. On définit la fonction ¢ par :

vz €[0,a] ¢(z) = fla) = f(z) = (a—=2)f (2) - %(a —)?

ou A\ est la constante réelle définie par ¢(0) = 0.
En appliquant le théoréme de Rolle & ¢, démontrer que :

B el0al fla) = 10 +ar0)+ %10

Indication : On étudiera la valeur de \.

Calcul de la somme des carrés des n premiers entiers naturels non nuls
n

1. Pour tout n € N, calculer : Z(k +1)% — k3.
k=1

. - nn+1)2n+1)
2. En déd : k2 = .
n dedulre que Z 6

k=1
Calcul de la limite d’une somme
Soit f : [0,1] — R une fonction continue sur [0, 1] et deux fois dérivable sur 0, 1], telle que f(0) =0 et
dont la dérivée seconde est bornée sur ]0,1[ . On définit la suite (u,)nen+ de nombres réels par, pour tout
entier naturel non nul n,

un:kz:f(:;)=f<732>+f<732)+...+f(;)

1
A Taide des résultats des questions précédentes démontrer que la suite (uy,)nen+ converge vers 3 1(0).

Application
En utilisant la fonction f :  —— In(14 ), déduire de la question 3 que la suite (p,)nen+ de terme général

1 (n?+1)(n?>+2)...(n%+n)
2n l l (nz + k) = 2n
k=1 "

Pn =

3

est convergente et préciser sa limite.

Probléme 2. Etude d’un endomorphisme de R® et de ses itérés

On définit Papplication f sur Iespace vectoriel E = R? par :

T z =Y
V]iyl| eR® fly]| = —r+y
z z 20+ 2y + 2z
1
Dans toute la suite de ’exercice, @ désigne le vecteur @ = | 1 | et F le sous ensemble
-2
T
F={ly|leRP/z+y=0
z

1.

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R? et préciser une base de F.



(b) Montrer que f est un endomorphisme de E.

(c) Déterminer le noyau de f et en préciser une base.
L’endomorphisme f est-il un automorphisme de £ ?

(d) Donner une base de R* puis de Tm(f).
Justifier I’égalité Im(f) = F.

2. Montrer : f2 = fo f = 2f.
En déduire f* en fonction de f pour tout k € N*.

1
3. Soit un vecteur i € R®. On pose & = §f(ﬁ> et W=1u—7.

(a) Calculer f(w). Que peut-on en déduire ?
(b) Montrer que Im(f) et ker(f) sont des sous-espaces supplémentaires dans E.
4. On pose g = f +1ouI=1Idg (application identité de E = R?).

(a) Montrer qu’il existe deux suites @ = (@, )nen €t 8 = (Bn)nen telles que :
VneN g, =a,f+ 06,1

et exprimer o, 1, Bn+1 en fonction de «,, et 3.
(b) Déterminer «,, puis 3, en fonction de n.

x
(¢) En déduire une expression de g" | y | valable pour tout n € N.
z

5. Une application : on définit trois suites u = (upn)nen, ¥ = (Un)nen €t w = (wp)nen par :

ug =1 Up+1 = 2Up — Up,
v9 =0 et : YneN Upt1 = —Up + 20,
wg =1 Wp41 = 2Up + 20, + 3w,
Unp, Un+1
(a) Quelle relation existe-t’il entre | vy, |, | vny1 | et g?
W, wn+1

(b) En déduire les expressions de u,, v, et w, en fonction de n.
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