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Exercice 1 : Une équation de degré 3

1.

2.

D’apres les relations coefficients-racines, u et v sont solutions de (S) si, et seule-
ment si, ils sont les racines de X? — zX — 2. Puisque tout polynoéme complexe de
degré 2 admet deux solutions (éventuellement égales), le systeme (S) admet une
solution.

Il existe donc u et v deux nombres complexes tel que :

{u—i—v:z (S)

uv = —2

(a) Ona : 22 +62—-2=(u+v)®+6(u-+v)—2
= u® + 3u?v + 3uv? + 03 +6(u +v) — 2
= u® + 3(u+ v)uv + v + 6(u +v) — 2
=u®+ 0> —6(u+v)+6(utv)—2 (uv = —2)
=403 -2
Puisque 2> 4+ 62z — 2 =0, on en déduit :|u> 4+ 0> =2

(b) On a : u*v® = (wv)® = (-2)% = -8.

Par les relations coefficients racines, u® et v® sont les racines du
polynéme X2 — 2X — 8,
(c) Ona : X? —2X —8 = (X +2)(X —4).
Les racines de X? — 2X — 8 sont —2 et 4.
Or : |u|] < vl
Donc : |ul® < |v[®.
D’ou :’u3:—2 et 113:4‘
(d) Ona :u?=2. A .
Donc :u=—v2ouu=—v2e% ouu=—2e*.

Or uv = —2. )
Dot :v=—=.
2 Y 2 ) 9 .
Or : = VA, 5 = Ve et _ = {1 .
V2 Ve’ TooTF

Les trois valeurs possibles pour le couple (u,v) sont :

(_\3[27 ﬂ)a (_\3/562?7 \3/1167 2;7() et (_\3/564?7 \3/1167 4?)

2im 4im

(e) Remarquons que j = j* = e3 =e 5 et j2 = e’ = e

valeurs possibles pour le couple (u,v) sont : (—v/25%, V/45°), (—

ot (—V25*, V45°).
Puisque z = u + v, les valeurs possibles pour z sont donc :

Vgt — 25 et V5% — 25"

2im

3 . Ainsi, les

V25, V45"
V450 - V24°,

Il existe donc k € {0,1,2} tel que : z = j5V4 — j2*V/2.

Dong, les solutions de (E) sont : v/4 — /2,
V2 — /4 V4 + /2
NLfW=f2fﬁﬁJ4f

2
/2 — /4 /4 32
eUWLf%ZWQIAﬁJgI.

Exercice 2 : Etude d’une somme

1.Ona :S= i (=1)*Re (ezi}”) — Re <nz (_ ein)k>

k=0 k=0
2n—1
"
On pose : §' = g (—e*™)".
k=0

Ona : - =1 < 2r=721] <= z = g[ﬂ
On traite deux cas :

(a) Siz # g[w] :

1—(— 2ix\2n 1— Anix
On aalors : 8 = (=) = €

1+ e2ix 1 + e2iz
B eZin:E(e*Qina: _ eQinfL’) o —21 SlH(an) e@”*l)im
N e (e + e') ~ 2cos(x)
Donc : S =Re(5') = sin ((2” - 1)1‘) sin(an).
cos(x)
™ 2n—1
(b) Si$:§[7r] :Onaalors : §' = ; 1=9on.

Donc : S =Re(S’) = 2n.



sin(2nz) sin ((2n — 1)z)
stz # —[nm]
On en déduit :| S = cos(z) 7%_
2n six= 5[%]
T, m
2 ARl
On a 1 =+ 5 [ o
bone 15 TR0 FE Vo
cos (ﬁ) cos (ﬁ) 4 cos (u\)f /s
T T 3 1 3—vV3
Or Szlfcos<g)+cos(§>fcos(§):17f+570: >
- T V6 V6(3+/3) 3v6 +3v2
D’ou : cos (—) = = =
12/ 23—-3)  2(3—+3)(3++3) 12
On en déduit :| cog (1) - V6 + 2
12 4
1 5(2
3. (a) Ona : COS2(9) = H%(e)
2n—1 2n—1
(b) Ona : 3 (—1)fcos?(ka) = 3 (71)’6”%8(2’“’)
k=0 k=0
1 2n—1 1 2n—1
—_ _ 1)k - _1\k
=5 (=1)* + 5 Z (—=1)" cos(2kx)
k=0 k=0
2n—1
1—(=1)*
. _1\k _
Or : Y (-1) Ty 0
k=0
2n—1 1
D’ou : —1)* cos? =_-S.
ol kzzo (—1)" cos®(kx) 25
On en déduit :
- sin(2nz) sin ((2n — 1)z . T
! o ( ) six # — [
Z (=1)" cos®(kx) = 2 cos(x) 72r
k=0 n six= 5[77]

Probléme 1 : Etude d’une transformation du plan

Partie I
1. On résout : f(2) =2 (E1).

1
Ona :(B) < 22(1-2)=2 += 2-2*=0 < z:Oouz:§.

1
Les points invariants par F’ sont ’origine et le point d’affixe 3

2. On résout : f(z) = —4 (Eq).
Ona : (Fs) 2z(1—2)=—4

z2—22=-2

(z+1)(z—2) =0

<~
<
= 22-—z-2=
<~
< z=-1louz=2

Les points ayant pour image le point A d’affixe —4 sont les points
d’affixe —1 ou 2.

3. Onrésout : f(2) =2+21 (E3).
Ona : (Ey) < 22(1-2z)=2+2i

= z—-22=1+i

— 22_2414i=0
2

2 4
On cherche une racine carrée de —3 — 4i sous la forme algébrique z + iy.

Ona :|—3—4i=+32+42=5.

On résout le systeme :

2?2 —y?=-3 22% =2 r=1loux=-1
2y = —4 — (2zy=-4 — SJay=-—2
2 +y* =5 2% =8 y=2ouy=-2
Donc, 1 — 2i est une racine carrée de 3 + 4i.
14+ (1—2i 1—(1—2i
Donc : (Ep) <— z:¥:1—iouz:¥:i.

Les points ayant pour image le point B d’affixe 2 + 2i sont les
points d’affixes 1 —1 et i.

4. On résout I"équation : f(z1) = f(z2) (E4).
Ona : (By) <= 221(1 —21) = 222(1 — 22)

= 21(1 —2z1) = 22(1 — 22)
= zn-—m—2+2=0

— (51— 22)(1—(21+22))=0
—

Zl+22:1 (2’17&22)
Ainsi, | F(My) = F(My) <= 21 +2 =1|
21+ 29 1

Or,21+22:1<:> 5 :i



5.

Ainsi, F(My) = F(My) si, et seulement si, le milieu de [M;, Ms)]
est le point d’affixe 3

Soit M(z") et N(z) des points du plan.

On résout 'équation : F(N)=M (FE5).

Ona : (B5) <= f(2)=2 <= 22(1—-2)=7 <= 222 -22—2 =0 (E).
On reconna’it une équation du second degré. Elle admet donc au moins une
solution.

Ainsi, 'équation (E5) admet au moins une solution.

‘ Ainsi, tous les points admettent au moins un antécédent par F'. ‘

. L’équation (Fs5) admet une seule solution si, et seulement si, 'équation (E')

admet une seule solution.

L’équation (E’) est une équation du second degré de discriminant : A = 4 + 8z’

Ainsi, A =0 <= z/:—§.

1
Seul le point d’affixe ) admet un unique antécédent.

Partie II

1.

(a) Soit M(z) un point du plan.
D’apres ’équation de D, ona M € D; <— z € R.
L’image de D; par F est donc formée des points dont 1'affixe est 22(1 — x)

avec ¢ € R.
1\2

Or,f(x)z2x(1—x)z2x—2x2:%—2 z—3

On en déduit le tableau de variations de f sur R :

r |- L +
o0 5 o0
/(@) + 0 -
1
f(x) o

La fonction f est polynomiale & coefficients réels. Elle est donc continue sur

1
R. Ainsi, 'ensemble des valeurs atteintes par f sur R est ]oo, 2].

L’image de Dy par F est donc l'ensemble des points d’affixes

1 1
dans }—oo, 2], i.e. la demi-droite de sommet d’affixe 3 et de

vecteur directeur —7.

(b) i Ona : f(z) €R < f(2) = f(2)
— 22(1—-2)=2zZ(1-2%)
= 2-z-2+7=0
= (z—2)(1—2—-%2)=0
— z=ZzZouz+z=1
Donc :‘f(z)ER = zzéouz—i—Z:l‘

ii. Soit M (%) un point du plan.
Ona : F(M)eD; < f(2) eR.
Donc : F(M)eDy < z=Zouz+z=1 < z€Rou2Re(z) =

1
l = zERouRe(z)zi.

L’image réciproque de D; est donc I'union de I’axe des abscisses

1
et de la droite d’équation x = 3

(a) On a la figure suivante :

|

(b) Soit M(z) un point du plan.
Ona : M eDy <= FJyecR z=iy.
On note E I'image directe de Dy par F.
Soit M'(z") = F(M). On note =’ et y' les parties réelle et imaginaire de 2’.



Onadonc : M' € E < JyecR 2 = f(iy) Pour t = g, ona : f(z)= 4Sin(%) =2.
! __ o : im
= WeR =2yl -1y Pour t = E, ona : f(z) :élsin(g)eT =2+42i
— JyecR 2 =242y %ﬂ. T
a2 o Pour t = —, on a : f(z) = 4sin(=)e'? = 2iv/3 ~ —3,46i.
<— JaeR z’:2(—) +2i- 5 %w six
22 2 - f(2) :4sin(ﬁ)e 1
<~ daeR Z’=&+ia Pourt=—,ona : e |
2 :sm(ﬁ)(—2+2l)\/§m 2,73 4 2.73i
2
=% _ . — 4gin(Teim —
s JaeR =7 Pour t =7, on a .f(z)—451n(2)e = —4.
v =« On a la figure suivante
12
— ' = % Y
‘ On en déduit que I'image directe de Dy par F' est la courbe (C). ‘
(¢) Ona : f(z) €iR <= f(z) =—f(») . F(Cy)

— 2z(1-2)=-2%(1-2)

= 24+72-22-7°=0

<= 2Re(z) — 2Re(z?) =0
Ainsi ¢ | f(2) €iR = Re(z*) ~ Re(z) =0
Soit (x,y) € R? tel que : z =z + iy. L 0]
On a : Re(z?) = 2% —¢*. '
Une équation de l'image réciproque de Dy par F est donc : \
22—y —z=0. \ /

|

3. Soit C; = {M(z,y) € P/x* +y* =1 et y > 0}. . J/
it it it . F(Co) y
(a) Ona : f(z) = f(e") =2e"(1—¢€") . L
:2eitei%(67i%_ei%) \\\\\\\_>4_’/’/’//
= —4i Bi% : E
Dl (c) La courbe Cy est I'image de la courbe C; par la symétrie d’axe (Ox).
AN Soit M(z) € Co et M'(2') = F(M). On a : 2’ = f(z).
= 4sin <> e 2 Soit P(z) et P'(2") = F(P).
f - ; P est 'image de M par la symétrie d’axe (Ox).
Or :t€[0,7]. Donc : - € [O, f} et sin <> > 0. De plus, P € C;.
2 2 2 Ona :2"=2z(1-2)=2z2(1-2).
o [t 3t Donc, M’ est le symétrique de P’ par rapport & I'axe (Ox).
Dot :||f(2)] =sin ( > et arg(f(z)) = (2] Ainsi, tout point de F(Cz) est le symétrique par rapport a 'axe (Oz) d’un
(b) Pourt=0,0ona : f(z) =0. pomt/de F(Cy). . L. )
s ., T _in On démontre de manieére analogue la réciproque de ce fait.
Pourt = —,ona : f(z)=4sin(-—=)e 1 ; P ST
6 12 ‘L ensemble F'(Cs) est le symétrique de F(Cy) par rapport a 'axe (Ox). ‘




