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Lycée Gustave Eiffel Année 2011-2012 g, Appliquons le résultat de la question 2.b. & ¢ = T eER\7Z (car 1 <k <p) :

Mathématiques PTSI 2 Devoir Maison n°5 2p+1
le 12 2012 k d +1 km \pe
Rendu le 12 mars 20 sin ((2p+ 1) 7T ) _ Sin2p+1 Z 2p + (cotan2 T )p k
. , . R 2p+1 2p+1 2k+1 2p+1
Probléeme 1 : Etude des racines d’un polynéme - Calcul de ((2) k=0
km

i.e. sin(km) = sin® ! (

)P(i) car P(X) = Z (—1)k <2p—|- 1>ka

1 #0,o0na : ’P(’yk) = 0 pour tout k € [1,p] ‘

2p+1

1. a. D’apres les relations entre coefficients et racines d’un polynoéme scindé, on a :

n
g1 = E o = —
=1

Comme sin(km) = 0 et sin 5

. 0 7r pr
b. Soit k € [1, p], € , .
ot [1.7] 2p+1 [2p+1 2p+1}
2 km 7
b. Ona : cotan’(y) cos (gp) 1- s;n (go) Comme 2p < 2p+1,0n a : i1 €] ,5[
sin (<p) sin”(y)
La fonction f : ¢~ cotan®t = 5 est continue strictement décroissante
D’ott : |cotan?(yp) = 2( ) -1 tan®(t)
sin 1 t t
4 sur 10, %[ (car f dérivable sur |0, [ et f'(t) = —:an(t)() < 0)
an?

2. a. Soient p € N et ¢ € R. D’apres la formule de Moivre, on a : kT o .
Cos ((2]9 + 1)80) +isin ((2;!? + 1)<p) = (cosgp +isin 90) 2p+l Comme les 1 sont deux a deux distincts donc les 7 le sont aussi.
D’apres le binome de Newton, on a : On a donc obtenu p racines distinctes pour le polynéme P. Celui ci est de degré

2p+1 : ) )

o - 2p+ 1 opt1ej o j p donc il n’en a pas d’autres.

cos ((2p + 1)50) T1isin ((2p T 1)(‘0) o Z(:) ( j )COS () <Z s1n(<p)) Par conséquent, | P a p racines distinctes qui sont les vx, k € [1, p]. ‘

=
En décomposant €11 une somime d’indices pairs, et une autre d’indices impairs, C. D’aprés la formule rappelée ala question 1'7 on a :
ona P o ) , (1)1< 2P+1> (2p+1)(2p)(2p — 1)
cos ((2p+1)¢) +isin ((2p+ 1)p) = Z ( P ) cos?PH1=2b (i) (i sin(go))z Z% _ 2x1+1) _ 6

—\ 2k —~ (—1)° <2p + 1) 2p+1

b 2p + 1 2p—2k .. 2k+1 1
+ Z ok 4+ 1 cos (¢)(isin(y)) » o 99 — 1
- s 2 p(2p—1)
k=0 D’ou : Z cotan ( ) =
Or i?f = (=1)* et i%**! = (—1)*i. En égalant les parties imaginaires, on a st 2p+1 3
- k(2r+1 2p—2k 2%h+1 Or cotan26 + 1 L
; — _ p— 12k r cotan =
sin ((2p + 1)g) = kzo( 1) (2k; i 1) cos () sin (¢) ) sinZ 0 ,
_ 1 2
\ -~ Doncz N :Zcotan <2 +1> P
b. Comme ¢ # km ot k € Z, on a : sin(p) # 0. k=1 sin k=1
D’ou : COSQ”*%(QD) sin2k+1(g0) = sin2p+1(g0) cog2P—2k (¢) Sin%_gp(cp) 2p+1
_ 2p—1 2p—1+43
— sin?*! () (cotan® ()" _ o ps ) tp= p(2p ' )
Comme sin2p+1(<p) est indépendant de k, en remplagant dans I’égalité de 2.a., » 1 2p(p+ 1)
2p+1 « 3 2p+1 9 \p—Fk D’ou : Z A = P\P

ona :|[sin((2p+ 1)p) = sin®*" (90)2 (-1) < > (cotan®¢) k=1 sin? T 3

P 2k +1 20+ 1

=0 1 p




4. a. Sur [0, z], la fonction sin est strictement croissante. 1 . w2
2 - 5. Pourn > 1, u, = ZSH donc (uy)n>1 converge et a pour limite |U = o1
D’ou pour tout réel ¢ €]0, =[, sin0 < sin ¢ ie 0 < sin p. ) - .
2 - En décomposant way,+1 en une somme d’indices pairs (k = 2p) et en une somme
On pose g(¢) = ¢ — sin ¢ pour tout ¢ € [0, 5[ d’indices impairs (k = 2p + 1), on obtient : wao, 11 = up + vy
. s . L L 2 2
La fonc;crlon g est une différence de fonctions dérivables. Elle est donc dérivable. Pour n > 1, vy, = Sany1 — Uy done (v,)n>1 converge et a pour limite V = T
Sur [0, 5[, g (p) =1 —cosyp >0 et ne sannule qu’en ¢ = 0. D’olt g est stricte- 5 6 24
, T
ment croissante sur [0, g[ Donc g(¢) > g(0). e |V = <l
, ) tout 0T Soit n € N*.
i-e. | ¢ > singp pour tout ¢ € [ ’5[ On traite deux cas :
A . . T
De méme, en introduisant h(p) = tany — ¢ pour tout ¢ € [0, 5[, on peut montrer (a) Cas ot n pair i.e. il existe N > 1 tel que n = 2N,
T En décomposant wyn en une somme d’indices pairs (k = 2p) et en une somme
que :|¢p < tang pour tout ¢ € [0, 5[ d’indices impairs (k = 2p 4 1), on obtient : woy = vx_1 — un car (—1)?P =1
et (—1)PH = 1.
Bilan | pour tout réel ¢ €]0, z[, 0<sing < @ < tany 2 g2 r2
2 (wan)n>1 converge vers V — U = < = IR
e e s des L, km T
b. Pour k entre 1 et p, on utilise I'inégalité précédente pour ¢ = 1 €]0, 5[ : (b) Cas oll n impair ie il existe N € N tel que n = 2N + 1,
En décomposant wsy11 en une somme d’indices pairs (kK = 2p) et en une
sin (2 i 1) < 5 i T < tan <2 b 1) somme d’indices impairs (k = 2p + 1),2011 ontient 2: WoN4+1 = UN — UN-
D+ D+ D+
) o (wan+1)N>0 converge vers V — U = rT_T_T
Tous les membres sont strictement positifs, donc on peut composer avec la = 8 24 12
fonction ¢ — 1/t%, strictement décroissante sur RT™* : 2
1 (2p+ 1)2 1 Comme (wan+1)n>0 et (wan)n>1 convergent vers la méme limite 1 d’apres le
tan? (2}’; +1) (k) sin2 (2 kj_ 1) théoréme des suites extraites, on en déduit que (wy),>1 converge vers |W = % .
p
1
Pour ¢ €0, g[7 " = cotanp. Si on somme alors pour k Remarque 1. La fonction ( de Riemann est définie par la rela-
an ¢ o0
allant de 1 & p en utilisant les formules de la question 3.c, 4 . . ¢(z) = lim ~ oz € C et k* = exp(zln(k)). Nous venons donc
2p—1) (+12& 1 2p(p+1) e i R
. p =
on obtient : 3 < = Z w2 < — 5 2
ot de montrer que : ((2) = e
2 2 — 1)12 2 1\r2 La célebre conjecture de Riemann porte sur la localisation des zéros de cette application.
c. En multipliant par (27TT1)2 > 0, on obtient : 193((54‘1))7; » m
p p p
p(2p— )72 2p?°7? w2 . 2p(p+ 1)w? w2 Probleme 2 : Etude de deux suites
. ~ = — el ———— ~ —.
3(2p+1)2 12p? 6 3(2p+ 1)2 6
2p — 1)m? 2 2 1) 2 -
Dot : lim PEP=Um w20t D7t 1. Ona : fu(0) = —let : fu(1) =3e~! — 1.
p—+oo 3(2p +1)2 6  potoo 3(2p+1)2 6 !
2 2 Or :e7" > 3
D ‘apres le théore Sl = — soit S = —. .
onc, d’apres le théoreme des gendarmes p—}I-ﬁl-,loo Sp 5 soit S 6 ) Dou : ‘fn(o) <0et fo(1) > 0‘




2. Par composition, somme et produit de fonctions dérivables, la fonction f, est

dérivable.
On a : f/ (.’13) — 3n$n—1exp(_x2) _ 6.’En+1 eXp(—J,‘Q)

= 32" (n — 22%) exp(—2?)
Or :n—222>0 < x2§% <= zg\/g.

Puisquen >2,ona :n—1>0et \/Zzl.

On en déduit le tableau de variations suivant :

z 0 1 g +o0
@) | o + + + 0 -
n
o

lim X% exp(—X)=0.

Par les croissances comparées, on a :
X —>+oc0

Or : lim 2%2=+4o0c0.Dol : lim z" exp(fo) =0.
T—>+00 r—+o0
Donc : mgnioo fulz)=-1

Puisque elle est continue et strictement croissante sur [O, \/;} , la fonction f,, est

une bijection de [07 \/Z] dans [—1,fn (ﬂ)} Or : f, <\/Z> > fa(1) > 0.

n
Donc : 0 € {—1, fn ( 2)] Ainsi, la fonction f, s’annule en un unique réel u,

de [0, \/Z} Puisque f,(1) > 0 et f,, est croissante, on a de plus : u, < 1.

De méme, la fonction f, est un bijection de [\/27 —1—00[ dans } -1, fn (\/Z)] .

. . P n
Dong, la fonction f, s’annule en un unique réel v,, de { —, 400 [

2
On a 2Un>1/%21-

Ainsi, la fonction f,, s’annule en deux réels u,, et v, tel que : u, <1 < v,.

3. On a :vn>’/E.Or, lim E:Jroo.
2 n—+oo |\ 2

Par le théoreme de comparaison, on en déduit que :| lim v, =+

&

Ona : fn(u,) = 3u”exp(—u?) — 1 =0. Donc :

1
Ona : foyi(u,) =3u"exp(—u?) —1= 3u2+13—n —l=u,—1
un

Or :u, <1.Donc :|fot1(u,) <0

On a donc : fry1(Un) < fag1Ung1-

Or :u, €10,1] et upsq € [0,1].

De plus, la fonction f,, est strictement croissante sur [0, 1].
Donc : un, < Upy1.

‘La suite (up)nen est done strictement croissante. ‘

La suite (u,)nen est strictement croissante et majorée par 1.

Par le théoreme de la convergence monotone, la suite (up)nen
converge.

Ona : g,(t)=0

<~ In(3) +nln(t) —t* =0
< exp(In(3) +nln(t) —t*) =1
< 3t"exp(—t?) =1

= 3t"exp(—t*) —1=0

Done : |gu(t) =0 <= fu(t) =0

Ona : lim w, =1%#1.Puisque (u,)necn est majorée par 1, on a : 1l < 1. Par
n—>-+oo
la stricte croissance de (up)nen, I > 0.
On a : lim «} = [* e : lim In(w,) = In(l) < 0.
n—->-+o0o n—>-+o0o
Donc : lim nln(u,) =—oco. Dou : lm g,(u,) = —oc.
n——4oo n——4oo

Or, par la question précédente :Vn > 2 g,(u,) =0.Donc : lim g,(u,)=0.

n—-+oo
La limite d’une suite est unique. On aboutit donc a une contradiction.

‘La suite (up)nen converge vers 1. ‘

.Ona: lim w,= lim wu,—1=0.

n—>—+00 n—>-—+00
Donc : 0= g,(u,) = In(3) + nln(u,) —u2 = In(3) + nIn(l + w,) — (1 + wy,)?
= 1n(3) 4+ n(w, + o(wy)) — (1 + 2w, + o(wy,))
=1In(3) — 1 + nw, + o(nwy,)
D’ou : nw, =1—1n(3) + o(nwy,). Ainsi : nw, ~ 1 —In(3).
1—1In(3)
~ n

Donc : |w,




