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Probleme 1 : Une application de 1’égalité de Taylor-Lagrange
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Remarque 1. Pour pouvoir affirmer la continuité de ¢ sur [0,al, il manque la

continuité de f' sur [0,a]. Il semble donc qu’il y ait une erreur dans l’énoncé.
On suppose donc que @ n’est pas continue sur [0,a] mais de classe C* sur [0,a).

De méme, dans la partie III, nous supposerons que f est de classe C* sur [0,1].
La fonction f est C* sur [0, a] et deux fois dérivable sur ]0, a[. La fonction f’ est
donc continue sur [0, a] dérivable sur ]0,a]. Ainsi, la fonction ¢ est une somme
de fonctions continues sur [0, a] et dérivable sur ]0,a[. La fonction ¢ est donc
continue sur [0, a] et dérivable sur 0, af.

De plus, ¢(0) =0 et ¢(a) = 0.

D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]0, a| tel que ¢'(c) = 0.

Or : @'(e) = —1'(c) + F() + (a — e)f"(e) - Ala—¢) = (a — €)f"(c) — Aa — ¢).
Ora—c#0.Donc : A= f"(c).

Or 5(0) = f(a) ~ (0) ~af'(0) ~ ha® = 0.
Dot : f(a) = f(0) +af'(0) + %az.

On en déduit : | f(a) = £(0) + af’(0) + a;f”(c)

n
1. On calcule :Z(k+1)37k3.
k=1
On reconnait une somme téléscopique. On obtient ainsi

n

S E+1)P -k =m+1)° -1

n n

2. Ona : Y (k+1)°—k*=> (K +3k>+3k+1) - k*
k=1 k=1

= 3k* 43k +1
k=1

—32k2+32k+21
k=1
:32k2+3%+)+n
k=1

Donc: 1( k‘+1 k‘33n(n+1)n>
3 — 2
1 1
3<(n+1 —1—3”(";)—n)
n+1
=5 (2(n+1)* = 3n - 2)
1

Diott : Zkz ”+1)6(2”+1)

III- Calcul de la limite d’une somme

Soit k € [1,n].
k k
La fonction f est C* sur {O, 2} et dérivable sur ]O, — [
n n

k
D’apres la question I, il existe ¢ € [0, 2} tel que :
n

k k k2 k k2
F(5) =10+ 570+ e = L0+ (e

n2
Ainsi = 3050+ 2 ) = 30 20+ 30 2 )
o n? 2n4 b n? n* s
k=1 k=1 k=1
nn+1) , — k? "
= Wf (0) "‘I; ot (cx)
Or, la fonction f” est bornée.
Donc, il existe M € RT tel que : Vo €]0,1[ |f"(z)] < M.
) ) n ,ZCQ n kz 1 n )
Ainsi : wa”(ck)| < ﬁfﬂ(ck) < oA K= f" (cx)]
k=1 k=1 k=1
+1)(2n+1)
< Ly < n M
- 2nt ’; - 12n4
Or : lim n(n+ H@n+ HM =0
n—s+o0 12n4
Par le théore d d l — =0.
ar le théoréme des gendarmes, =~ lim z::l o
1 (0
D’autre part : nin—&l-oo %]"(0) ! ; )

On en déduit que la suite (uy,)nen+ converge vers

f10)
-




e
Donc : In(p,) = <Z In(n? + k)) —2nln(n) = (In(n* + k) — 21n(n)).
k=1 k=1
. n®+k . k
= In 5 = In{1+ —
() =)

La fonction f : x — In(1 4 z) est de classe C* sur [0, 1].
Ainsi, la fonction f est de classe C! et sa dérivée seconde est continue sur [0,1].
Une fonction continue sur un segment est bornée sur ce segment. La dérivée
seconde de f est donc bornée.

o) 1

Par la question III, la suite (In(p,))nen+ converge vers 5 =3

.. . 1
Ainsi, la suite (pp,)nen+ converge vers e2.

Probléeme 2 : Etude d’un endomorphisme de R? et de ses itérés

x
1. (a) Soitu= [y | € R

z
x
Ona :ueF < z4+y=0 << y=—x < u=|—=x
z
«a 1 0
— J(a,f)eR? u=|-a|l=al-1|+5]0
B 0 1
1 0
Donc, F' = Vect -11,10
0 1
‘En particulier, F' est un sous-espace vectoriel de R?.
1 0
La famille —11,(0 est une famille génératrice de F'.
0 1
1 0 0
Soit (o, ) €R* tel que o | =1 | +B8 (0| = {0
0 1 0
« 0
Onaalors : [—a| =10
B 0

Donc : a=p8=0.

1 0
La famille —11,(0 est donc libre.
0 1
1 0
Une base de F est -11]1,10
0 1
Z1 Z2
(b) Soient uy = | y1 | €ER?, ug = | 42 | € R? et (o, B) € R%
21 22
axy + Bxo
Ona : flauy + Buz) = f | ay1 + By2
azy + Bz

azy + Bry — oy — Byo
= —azxy — B2 — oy — Byo
2axy + 2Bxo + 2ay1 + 20y + 2az1 + 2622

1 — Y1 T2 — Y2
=« —r1+ Y + B —r2 + Y2
2z1 + 2y1 + 22 27 + 2y2 + 229

= af(u1) + Bf(uz2)

L’application f est donc linéaire de R? dans R3.
D'ou {f € L(R?)

X

(c) Soit u= |y | € R3.
z
0 T —y 0
Ona :ueker(f) < flu)=|0| = -4y =10
0 2z 4+ 2y + 22 0
z—y=20
=Y
— {—z+y=0 = {4y+22—0
2x4+2y+22=0
{x —y o 1
= — daeR u= o =af 1
2= —2a —2
1
Ainsi, le vecteur [ 1 | engendre ker(f). Puisque il est non nul, il forme
-2

une famille libre.



2. Soit

1
Une base ker(f) est [ 1

-2
Le noyau de f n’est pas réduit au vecteur nul. L’application f n’est pas
injective. Elle n’est donc pas bijective.

L’application f n’est pas un automorphisme.

1 0 0
Une base R” est la base canonique 01,11],10
0 0 1
1 0
Une famille génératrice de Im(f) est [ f O], f|1],f|0O =
0 1
1 -1 0
11,1 11],(0
2 2 2
-1 1 0
et : 1 |]=—|-1|+21{0
2 2 2
0
Une famille génératrice de Im(f) est donc —-11],10
2 2
Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Ils forment une famille libre.
1 0
Une base de Im(f) est donc 11,10
2 2
Ainsi, dim(Im(f)) = dim(F)
0
Une base de Im(f) est , 10
2
Or :14+(-1)=0et0+0= 0 Ces deux vecteurs vérifient I’équation de F'.
Donc : Im(f) C F.
Dot :|F =TIm(f)
x
y | € R3.
z

3.

x -y
Donc : f2 |y | =Ff —x+y
z 2x—|—2y+22

—y)—(—z+y)
= :vfyH( T +y)

(x —y (—z +y) + 222 + 2y + 22)
23: — 2y T—y T
= —2z 4+ 2y =2 —x+y =2fly
22z + 2y + 2z2) 2z + 2y + 2z z
On en déduit que .
Montrons par récurrence que Vk € N*  fF =ok=1y
Initialisation : Ona : f! = f=2"1f
La propriété est vraie au rang 1.
Hérédité : Soit k € N*.
On suppose que : fF=2F17
Ona : fM1=fofft=fo(@ 1) =2t 1o =k lof=2t]
La propriété est donc héréditaire.
On en déduit que : |k e N* f% = 25~!f]
S S , S, L, 1.,
(@) Ona s f@) = f(ii— ) = §(@) - 10) = @) ~ £ (3@ )
1 _,
= (i)~ ) = () ~ 1 2.7(u)
0
Donc :|f(W)=[0] |et :|W € ker(f)
0
(b) Avec les notations précédentes, on a : 4 = ¥ + .

1
Or : 0= §f(ﬁ) Donc : 7 € Im(f).
De plus : @ € ker(f).
On en déduit que R* = Im(f) + ker(f).
Or, d’apres le théoréme du rang : dim(R?)

On en déduit que : ‘Rg =Im(f) @ ker(f) ‘

= dim(Im(f)) + dim(ker(f)).

(a) Montrons par récurrence que : Vn € N I(ay,, Bn) € R? g™ = anf + Bul.
Initialisation : Ona :¢°=1=0.f+ 1.L
Ainsi : ap =0 et Sy = 1 convient.
Hérédité : Soit n € N.
On suppose que : ¢g" = a, f + 8,1



n

Ona : g""t=gog"
= (f+1)o(anf + Bul)
= anf? + (o + Bu) f + Bul
=20 f + (an + Bn) f + Bl

= (San + ﬂ’n)f + BnI
On pose donc : an41 = 3ay, + Bn et But1 = Bn.
Ainsi g™ = appr f o+ Bagal
La propriété est donc héréditaire.

VneN g,=a,f+ 0l

De plus :

Qo = 0, ﬂo =letVneN Op41 :304n+/8n et ﬂn—f—l iﬂn

On en déduit qu’il existe deux suites (@, )nen €t (Bn)nen tel que :

Ona :VneN By41=P0n.

Donc :‘VnEN ﬁnzﬁozl‘

Dou :VneN apy1 =3, + 1.

On cherche a € R tel que (v, — a)nen soit géométrique de raison 3.
Ceci est équivalent & : Vn € N a,41 — a = 3(aw, — a) = 3, — 3a.
Clest-a-dire a : Vn € N ap41 = 3a,, — 2a.

1
Donc a = —3 convient.

1 1
En effet, ona :VneN an+23an+23(an+2>.

1 1 n
Ainsi :Vn e N an+:3"<a0+>:3,

2 2 2
A 3" —1
On en déduit que :|VneN «, = 7
T T T
(¢c) Onadonc : g" |y | =anfly| +8u |y
z z z
3n _ 1 r—y z
=3 —r+y + 1y
2x + 2y + 2z z

3"+1 3-3"
@ y Pt Y
insi :|g" = 3—-3" 3" +1
Ainsi :|¢" |y .
z
@B"—Dz+@B"—-1y+3"z
U, 22Uy — Uy,
(a) Ona :g| v, | = —Uy, + 20,
W, 2u, + 2v, + 3w,
unJrl Up
Donc :|VneN Unt1 | =g | vn
Wn+1 Wnp,
Unp, Uug
(b) Montrons par récurrence que Vn € N vn | =g" | vo
W, wWo
Uo Uo
Initialisation : On a : g0 v | = | vo
Wo Wo
Hérédité Soit n € N.
Unp, uo
On suppose que : [ v, | =¢" | vo
W, wo
Un+1 Unp Uo
Ona : |vpg1 | =gluvn | =9g9" | v = gntt
wnJrl Wn, Wo
La propriété est donc héréditaire.
3"+ 1
Up, Uug 1 2
Donc : | v, | =g" v | =g"|0]| = 3—3"
w. wWo 1 2
" (3" —1)+3"
3t +1
n 2 .
Dou :|VneN v _3-3
o2
w, =2.3" -1



