Lycée Gustave Eiffel Année 2010-2011 Dol : (E) < sinz < 1 ousing > 1
Mathématiques PTSI 2 DS n’l . 2
24 septembre 2011 Durée 3h (E) & x= —g +k2r <z < % +k2mroux = g + k27 avec k € Z
Exercice 1 : Une équation trigonométrique Bilan : Les solutions de (F) sont telles que :
7
On résout 'équation : —% +Rk2r<z< % + k2 ou x= g + k2m avec k € Z
V3cos(x) —sin(z) = V3 (E)
V3 1 Exercice 3 : Linéarisation
On a : V3cos(z) —sin(z) = 2 | - cos(z) — = sin(x)
2 2 Premiére méthode : Avec les formules de trigonométrie...
. 1. .
= (cos (%) cos(x) — sin (%) sin(r)) Ona : sin’(z) cos(x) = 5(2 sin(z) cos(x)) sin(z)
(22) i
— 9cos (x N 7) _ sin( x;sm(m)
Donc : (E) < 2cos |z + % =3 _cos(2x — x) — cos(2x + 1)
_ 4
T _ V3 m 1 1
<~ cos (m + g) Ty T8 (g) Dot : | sin®(z)cos(x) = 1 cos(x) — 1 cos(3x)
= z+ % = %[277] ou z + % = —%[2#] Deuxiéme méthode : A l'aide des nombres complexes...
. . 2 . .
. el(lj _ e—lw elfl) _"_ e—lm
<— =027 ouzx= —%[2#] Ona : sin’(z)cos(x) = ( o ) ( 5 )
1 i —2ix ix —ix
On en déduit que les solutions de I’équation (E) sont les nombres = —g(eg"” — 2+ e A7) (el 4 77
de la forme : iz iz —ix —3iz
szknrouxz—%—i—kaohk‘EZ. __¢ ¢ Se te
_ 2cos(3z) — 2cos(x)
Exercice 2 : Une inéquation trigonométrique - )
N . 1 1
Notons (E) : —2cos?z — 3sinz + 3 > 0. Dot :| sin?(z)cos(z) = i cos(x) — I cos(3z)
Or : —2cos?z —3sinz +3 = —2(1 —sin®z) — 3sinz + 3 = 2sinx — 3sinz + 1 3 ; : .
dot : (E) & 9sin?z — 3sinz +1> 0 Exercice 4 : Calcul d’une somme trigonométrique
On pose X = sinx et on introduit (F):2X? —3X +1>0 5
1 est une racine évidente de P(X) = 2X2 — 3X + 1. 1. D’apres la formule de Moivre, cos(3z) + isin(3z) = (cosz + isinz)
; o3 _ 3 . 2 o <2 . .. 3
L’autre racine est 3 car le produit vaut 2 d’apres les relations coefficients-racines. cos(3z) + isin(3x) = cos” x + 3icos” xsinz — 3coswsin®z —isin’
. En égalant les parties imaginaires : sin(3z) = 3 cos? rsing — sin® x
X —00 5 1 400 Comme cos?z = 1 — sin? T,on a:
sin(3z) = 3sinz — 4sin®x
P(X) + 0 - 0 + ,
2 . D’apres la question 1, sin(36) = 3sin 6 — 4sin° 6 pour tout réel 6.
1
Ainsi: (F) & X < 5 ou X>1 ) Soient « € R, n € N. En appliquant la relation (1) a 6 = ?;T’ ona:



.3 X 1/ . = . T
3. Commesin® — = —=( sin— —3sin—— |, on a :
4 3k+1 )7

gk+1
n
Z 3 sin®
k=0

x =\ s 1. = T
TS —3_03 {4(311131c 381n3k+1)]
nk~3x71n ko L k+1 .. L
];:03 sin 3hil 771320 <3 blng—k—ii Sln3k+1)

n
. X .
Comme E <3k sin 7 — 3+ sin

3k+1

3 x
3k+1

3% sin

NE

— 1 : n+1 .: r
. ——4(51113:—3 Sm3n+1
=0

rmq : On peut aussi prouver ce résultat par récurrence.

> est une somme télescopique, on obtient :

Bilan: z=0< (Ve>0, [z|<e)

Exercice 7 : Une proposition quantifiée

La négation de P est ’ Jz e R tel que z < 0‘

La négation de P est vraie car x = —1 vérifie z < 0.

Par conséquent, P est fausse.

Exercice 8 : Racines d’un polynéme de degré 3

Exercice 5 : Une équation

On résout :
Ve=-2+z (E)

L’équation (E) est définie sur R™T.

Ona : (E) «<= rv=(-2+z)%et —2+2>0.
— r=2’—dx+4detx>2
— 2 —br+4=0etz>2
— (—1)(r—4)=0etz>2
<~ (z=1louz=4)etx>2
— x=4

L’unique solution de I’équation est

2 4.

Exercice 6 : Une équivalence

= Supposons que x = 0
d’ott pour tout € > 0, 0| < & est immédiat

< Procédons par contraposition. Supposons que z # 0.

|| ||
le

En posant € = 5

> 0 vérifie < ||

, 1l existe € > 0 tel que € < |z|.

1. On cherche (z,y) € R? tel que : (:U +iy)?=-3—-4i (E).

On a |—3+41|_\/ —4)2 =25 =5.

? —y?
Donc : (F) <= (2zy=—4
2 49y*=5
2% =2
PR R A

Ls—Lz—Li |2y®> =8
r=1louz=-1
<~ Ty =—2
y=2ouy=-2
<— (z=lety=-2)ou(z=—-1ouy=2)

Les racines carrées de —3 — 4i sont donc : 1 — 2i est —1 + 2i.

2. Soit y €R. On a : P(iy) =y® — (=1 +4i)y® + (3i — T)y + 2 + 10i .

= (> +9* — Ty +2) +i(—4y® + 3y + 10)
Y4y —Ty+2=0

Donc : P(iy) =0 «—
(iy) {—4y2+3y+10=0

Or @ —4y” +3y +10 = (y — 2)(—4y — 5) = —4(y — 2) (y+i>.

Deplus :siy=2,alors : >+ —Ty+2=8+4—-14+2=0
. ) 3 9 125 25 35 663
et81y:71,a10rs Y HY -TYy+22=——r+ —+—+2=

64 16 4 64
Dou : P(iy) =0 <= y=2.

L’unique imaginaire pur tel que P(z) =0 est z = 2i.

3. Ona : P(2) = (2 —2i)(iz> + (=3 + 4i)z +i - 5).

Le discriminant de iz® + (=3 +4i)z +i—5 est :



A = (—344i)* —4i(i — 5)
= -3 —4i=(1-2i)?
Les racines de iz% 4+ (=3 + 4i)z +1i — 5 sont donc :

3—4i+1-—2i 3—4i—1+2i
n=—-7"" e€ezn=—"""""
21 21
4—6i 2-2
o9 9
=—-3-2i =—1-1

Les racines de P sont donc : 2i, —3 —2iet —1 —1i.

Exercice 9 : Une suite d’entiers

2.

Ona :|a|=2. Dou g
a

Donc une forme trigonométrique de a est
Comme b=1—-iV3 =a, ona:

a . Soit un entier naturel n.
Ona : a,=(14+iV3)"+(1—iVv3)"
=a"+a"=a" +a"

Comme Z + Z = 2Re(Z), on obtient a,, = 2Re(a").

‘Bilan : oy, est un réel pour tout entier naturel n‘

) n ) n
b. «a,= <2elg> + (26_“5>

-7 s i nT

Or (261%)n + (25 )n = 2”(6""T +e7"8 ) =2" x 2cos (n—;)

. nmw
dott | o,y = 21 cos ()

lercas:n=3poupeN

3
Ona :asp= 2371 cog (?)

3
Or cos (?) = cos(pm) = (—=1)P (qui vaut +1 si p pair et -1 si p impair),

on a donc : |ag, = 2P (~1)P € Z

2emecas:n=3p+1loupeN

Ona :oagpy1 = 23PF2 cos (pw + g)

1

Or cos(pr + T = (-1)? cos~ = (-1)’»=, on a donc:

3 3 2
‘ agpir = 27T (—1)P € Z‘
3emecas:n=3p+2oupeN

2

Ona :agpyo = 23P+3 cos <p7r + ;)

2 2
Or cos <p7r + ;) = (=1)? cos % = (=1)P™ =, on a donc

Q3p+1 = 23p+2 (_1)p+1 S/

‘Bﬂan:VnEN, aneZ‘

Exercice 10 : Racines d’un polynéme de degré 2 ayant méme module

1 1 - 1
1. cZ+=€R Z4+—=7+—=
On a +Z€ = +Z +Z )
— Z?°Z+72=772+2Z

Li—ZZ1L,

= 7?7 -77*°+7Z-72=0
— (Z-2)(ZZ-1)=0
— Z=ZouZZ=1

1
On en déduit que : Z + A est réel <= Z est réel ou |Z| = 1.

2. La fonction f est définie sur R*.

La fonction f est une somme de fonctions dérivables. Elle est donc dérivable.
1 2?2-1 (z—1)(z+1)

Deplus : f'(z)=1- 5 = —5— = 5 .
T T T
On en déduit le tableau de variations suivant :
x —00 -1 0 1 +o00
I'(z) + 0 - - 0 +
-2
2

D’apres ce tableau de variations, la fonction f admet —2 pour maximum
sur R™* et 2 pour minimum sur RT*.



1 2
Ainsi, |z + ’ admet 2 pour minimum sur R*. D’ou : % €]o, 1].
T
Il est atteint en x =1 et en x = —1. 2
5. On suppose que : — €]0,1].
+ 20 = 2a Z1 b
3. D’apres les relations coefficients-racines, on a : {Zl 2b On pose : Z = o
Z129 =
1 2 2
i0 Ona:ZJr—:ﬁJr@:ZlJFZQ.
4. Tl existe (r1,0;) et (r2,0;) deux éléments de RT x R tel que : z; = re'” et Z 2z 0z 2122
29 = e’ or L _(tz) AA2nmis 1 (Z+ 1> 41
Or :|z1| = |22|. Donc, 11 = ry. On pose : r = |ri| = |ra|. b 42129 42129 4 Z '
On a alors : ’zl = rel?t et zy = rel®. Ainsi : 0 < 1 <Z+ 1) 4 1 <1.
Ona : 2z + 29 = 2a. 4 1Z 2
DOHCZ(L:M. D,Ol\l72<Z+E§2
2
. . 1
Dot a? (21 + 2)? (7’e‘91 + re192)2 En particulier, Z + — est un réel.
ou : = = ——
b 4z122 4r2eifrelf Par la question 1, Z est un réel ou |Z| = 1.
2 (i 1052 i i0;+i i 1
_r (el t+e 2) . e 4 9el01+i02 | o202 Par la question 2, si Z est un réel, alors |Z + ’ > 2 avec égalité si, et seulement
T 4p2eibitifn Loi01+i02 e lenz . Z
i(61—02) i(02—01) (0 _ si, Z=1ou Z = —1.
_¢ i t2+e i = 2cos(1 — 62) +2 Donc, si Z est réel, Z =1 ou Z = —1.
4 4 Dans tous les cas, on a donc : |Z] = 1.
1 +cos(f1 — 6) z1 |21]
Or : —1<-cos(f; —6y) <1. _ 2 2
- a2( 1=0a) < Dou : |z1] = |z
Donc : 0 < — < 1. . . a?
Or. a et b sont non nuls. On en déduit que si " €]0,1], alors |z1| = |22]-




