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Exercice 1 : Une équation

1. On a la définition suivante :

On a la proposition suivante :

2. On a

Définition 1. Soit z € C.
On dit que z est une racine 5™ de Uunité si z° = 1.

Proposition 1. Les racines 5 de l'unité sont les nombres com-
plexes de la forme : ™5™ auec k € {0, 1,2,3,4}.

. . R L, 2 4im Gim 8im
i.e. les racines 5°™¢ de l'unité sont 1, e 5 ,e5 ,e5 etes .

cP(2) =0+ (2414)° = (2 —1)°

= Fke{0,1,2,3,4) z+i=e 5 (z—1i) (Ey)

Soit k € {0,1,2,3,4}.

2ikm 2ikm

Ona : (Ey) < (¢35 —1)z=i(e’ s +1)
On traite deux cas :
(a) sik#0 :
Ona :e 5" —1 # 0.
2ikm ik ik
) 1 . _
Donc : (Ek) — z= Z(egi; i ) = Z(ez‘ki re il::'r )
e s —1 es —e 5
km
_ 2i cos (57) _ 1
21 sin (%”) tan (%’r)

Donc : (Ej) <= 0=2i.
L’équation (Fy) n’a pas de solution.

3. On a

On en déduit que les solutions de (F) sont :

1 1 1 ot 1
tan (%)’ tan(%)7 tan (%’T) tan (%’r)

5

Les solutions de (E) sont bien réelles.

: P(X)

1

1
= 5(()( +1)° — (X —i)°) = ?((X5 +5iX* —10X3 —10iX2 +
1 7

5X +14) — (X° — 5iX* —10X° + 10iX” + 5X —4)).

On en déduit que :[ P(X)=5X"—10X>+1 |

On résout I'équation : 5X% —10X2 +1=0 (E').

On pose Y = X2

Ona (E') < 5Y?—-10Y +1=0(E").

Le discriminant de (E”) est 10% — 4.5 = 80 = (4V/5)2.

. 10+4v5  5+2V6 ot 10-4v5 5-2V5

Les solutions de (E") son

10 5 10 5
Ona o 12TV _ V25+10V5
' 5 5

o 5-2v5  /25-10V5
' 5 5
V25 +10v/5

On en déduit que racines de (P) sont : ————,

5
_\/25+ 10v/5 /25 — 10v5 o _\/25 —10v5

5 5 5
@) 'ZE[OE{ tﬁe{oz{
. na.5 72e5 '
T 2
et : — —.
5 5

T 21
Done +0 < tan (%) < ton (21
onc < tan 5 an<5)

Or, les inverses de ces deux nombres sont des racines de P.
25 — 10V 25 + 10V

De plus :

et ce sont les racines positives de P.

5 _ 525 -10v6  V5v5—2V56

0
0] déduit :t -] = = =
n en dédui an(5) 51 100% 55 NG

Donc : tan(g):m
et-tan(%>_ 5 5V%+10v5_ vV5V5r2v5
| o _\/m_ 5v/5 - 75

2 /
Donc :| tan (;) = 5+2\/5

5. (a) On pose t = tan (g)

1—t2 2t

On a alors : T et| sin(x) = T

cos(z) =

(b) On pose :t=tan (g)



27r> _1-t2 1-(5-2V5) 2(v/5-2)(3+5)
5)  1+4¢2 T 2(3—v5)(3+V5)

On a alors : cos =

" ' ( 1+ (5—2v5)
(%) V-1

cos| — | =

D’ou :

) 4

DO

. . < 7r> 2t 2v/5—2V5
On aégalement : sin | — | = 5 =
5 1+¢2 1+ (5-2V5)

_B+VBVE-2V5 _ \/(3+\/5)2(5—2\/5)

(3—5)(3+5) 4

,(%) V10 + 2v/5
sin T

D’ou :

Exercice 2 : Etude d’une transformation du plan

z—1

1. Soit z € C\{i}.
=1l = T — =1 ¢ 2—-i=2+i << 2—2z2=2i

On a :
Z+1

On pose z = x + iy ou x et y sont réels.
Onaalors : 2/ =1 <= 2iy=2i < y=1.

L’ensemble des points M tels que 2’ = 1 est donc la droite (D)
d’équation y = 1 privée du point B.
2. (a) Soit z € C\{i}.

z—1

Ona : || = S
zZ+i

Dot :

Géométriquement, tous les points M’ d’affixe 2’ sont sur le cercle
(C) de centre O et de rayon 1.

(b) Soit M un point du plan tel que M ¢ D ie M d’affixe z tel que Im(z) # 1.

-1 7 —1
Ona:(z .):z -
z2—1 zZ4+1

N R s
g+ 2= |z—i

z—1 . z—1
Or : 2 =Z—. Donc PZti= ——
Z+1 z
! =/ = ! /
. z'—1 Z'—1 Z'Z —z
D’ou : - | = —7 = —.
z—1 z—1 z—1
/ /
_ . =1 zZ—1
Or:z'z’:|z’2:1carz’€UD’0u:( ,>=— :
z—1 z—1

/

est un imaginaire pur.

zZ—1

3.

/ 7 . Yy
Z -1 es/t laffixe du vecteur AM' et z — i est Daffixe du vecteur BM.

Ainsi, est un imaginaire pur .

—s  ——
Donc : AM’ et BM sont orthogonaux.
‘ On en déduit que les droites (AM’) et (BM) sont perpendiculaires. ‘

(¢) Soit M un point du plan tel que M ¢ (D).

Alors, d’apres ce qui précéde, M’ est le point d’intersection (autre
que A) de la droite passant par A et perpendiculaire & (BM) et
du cercle (C).

Lorsque M est un point de (D) privé du point B, la droite passant par A et

perpendiculaire & (BM) est la tangente & (C) en A. ‘Dans ce cas, M' = A. ‘
(a) Soit P un point du cercle (C') distinct du point A.

L’ensemble E des points M tels que M’ = P est la droite A privée
du point B passant par B et perpendiculaire & (AP).

s 2km

(b) Ona : 2°=1 < &k c{0,1,2}) z=¢"3

27

<~ z=1louz=jouz=;2 (enposantj=e'3)

‘ Les solutions de I’équation 2> =1 est 1, j et j2. ‘

(c) Siz’' =1, d’apres la question 1, I'ensemble des points M est la droite (D)
privée du point B.
Siz = emTﬂ7 Pensemble des points M est la droite (D3) passant par A et
perpendiculaire & (BM}) ot M, d’affixe e’
Siz = e4‘iT7r7 P’ensemble des points M est la droite (Ds3) passant par A et
perpendiculaire & (BM}) ot M} d’affixe e
L’ensemble F des points M est 'union des droites (D), (D2) et
(D3) privée du point B.

A o (D5)
B (D) B \

M

1

|

M’




On en déduit :| S, =1In (2"h (7)) —In (th(a))

Exercice 3 : Etude de la limite d’une somme de fonctions

th (X
6. On a :2"th(£> =z (12 )
Ona - th(z)  th(z) —th(0) 2n o
' o xz—0 ' Or : lim %:0
Or, la fonction th est dérivable en 0 et th'(0) = 1 — th*(0) = 1. n—rtoo 2
th(z) Par la limite établie & la question 1, on a donc : lim 2"th ( ) =z.
D’ou : limo —— =1 n—s—+o0 n
r—>
< On en déduit : lim S, =In(z) —In (th(z)) =In ( ’ )
. Ona :e¥ = (") = (ch(x) + sh(z))? = ch?(z) + 2sh(z)ch(x) + sh? (). n—rtoo th(z)
Les fonctions (x — ch(2x)) et (z — sh(2x)) sont les parties paire et impaire de
la fonction (z — e**). Probleme 1 : Etude de deux fonctions
) . | ch(2z) = ch?(x) + sh®(z) . , .
Par conséquent, on obtient : sh(22) = 2sh(z)ch(z) Partie A : Etude de la fonction f
2sh(2)ch() sh(z) 1. La fonction f est définie en = € R si, et seulement si, e* —e” + 1 # 0.
—_— 2
Ona :th(2z) = sh(2z) _ 2sh(z)ch(z) _ h? (z) _ Za@ On pose X — e,
' ' ch(2z)  ch?(x) + sh(x) Ch2("’”£j5};2(w) 14+ S}ﬁz(’”) Onaalors :e* —e” +1=X?—- X +1.
2th(z) (e () Le discriminant de ce polynéme est —3.
On aboutit donc & :| th(2z) = PR On en déduit que Vo € R e** —e” +1>0 ().
+th(z) . - ‘Le domaine de définition de f est Dy = R. ‘
| EHQrEmplagant # dans Pinégalite précédente par 2k on obtient - th(ﬁi—l) - 2. D’apres la proposition (1), la fonction f est du signe de 2e?® — e®.
th(Z
#. Or :2e* —e* >0 <= e* > - < z>—1In(2).
1+th* (%) . 2,
- ES On a donc le tableau de signe suivant :
En remarquant que th(%) # 0, on peut écrire :| 1+ th? (—k) = 272;
2 . 2 th(5r) x —00 —1In(2) +o0
Par conséquent, a = 27 et b= ST conviennent.
. On injecte la formule precédente dans 'expression de S,. f(z) - 0 +
. 2
Onaalors : 5y, Z In (1 +th (zk )) 3. La fonction exp est dérivable. La fonction f est donc une composée de fonctions
) dérivables.
= Z] ( ) ‘La fonction f est donc dérivable. ‘
(= 1) 2e2”” —e®
x b
—Zln ) +In (th( )) —In (th(2k71)> 40 @ =@ —ar1
Or lim ¢ hm e?® = 0.
r—r—00 CE—)—OC

me Jern(th )71 <th(2k 1)) Dot :[ lim f(z) =

x

La premiere somme est elementalre La seconde somme est une somme 2e2T _ o 2 _ e

téléscopique. . Ona : f(z)= 02T ot 1 1 :2 l—o7te20
. o o I —op

On obtient ainsi : S, =nln(2) +1n (th(z—n)) —In (th(z)). 3 Or : wlrriooe = xﬂgl-ooe =0.



5. Ona :f'(z) =

Dot :| lim f(z)=2

xr—+00

On en déduit que le graphe de f admet une asymptote en +oo
d’équation y = 2 et une asymptote en —oo d’équation y = 0.
(46250 _ em)(e2w — e + 1) _ (2621 _ ez)(2e2z _ e;v)
(e2$ — e + 1)2
e (e — 4e® 4+ 1)
(62$ —er 4 1)2 :

B 7631’4’4621 —e® B
(62x_ew+1)2
On pose X =e”.
Ona :e*—4e"+1=X>—4X+1=(X-2)>-3=(X-(2+V3)(X—(2—-V3).

On a donc le tableau de variations suivant :

T —00 In(2-+v3) —In(2) 0 In(2+V3) +00

e —4e” +1 + 0 — 0 +

f’(:c) - 0 + (6] —

0 34+2V3
3
11
f(@) 0
e
3-2V3
3 2

6. D’apres I’étude du signe de f, le graphe de f intersecte ’axe des abscisses uni-

quement en z = —In(2).
Or - f/(_ 1n(2)) _ _67 In(2) (6721n(2) _ 4efln(2) 4 1) _ %(i —24 1)
(e2Mn(2) — e~ In(2) 4 1)2 (L-14 1)2
1 =3 )
__23a _*
3" 3

Le graphe de f intersecte donc I’axe des abscisses uniquement au
point (—1n(2),0).
La tangente du graphe de f en ce point admet pour équation

y= %(x +In(2)).

Le graphe de f intersecte I'axe des ordonnées en x = 0.

Or : f(0)=1et f(0) =2.

Le graphe de f intersecte donc ’axe des abscisses uniquement au
point (0, 1).
La tangente du graphe de f en ce point admet pour équation
y=2x+ 1.

7. On a le graphe suivant :

Partie B : Etude de la fonction F
1. Par (f),ona :Vox € R e —e” +1>0.

‘Le domaine de définition de F' est donc R. ‘

2. La fonction F' est une composée de fonction de classe C™.

‘La fonction F' est donc une fonction de classe C™°. ‘

.Ona : lim e*= lim e =0.
T—>—00 T—>—00
Donc : lim In(e*” —e® +1) =1In(1) = 0.
Tr—— 00
Do : lim f(z)=-1.
T—>—00
‘Le graphe de f admet donc en —oo une asymptote d’équation y = —1. ‘

Ona : f(z)=In(e® —e"+1)—1=In(e*(1—e “+e ) -1
=2z —14+1In(l —e " 4e 7).

Or : lim e 2= lim e *=0.
Tr—>+00 r— 400
Donc : lim In(l—e % +e 2%) =0.
T —> 400

On en déduit que le graphe de f admet une asymptote d’équation
y =2z —1en +o0.




2 2x _ T . .
4 Ona : F'(z) = 2673_1 = f(x). 7. On a la figure suivante :
e €T __ e(lj
D’apres ’étude du signe de f, on en déduit le tableau de variations suivant :

5. Ona : F(0)=In(l) —1=—1et : F'(0) = f(0) = 1.

On en déduit que la tangente au graphe de F' en 0 admet pour
équation y = x — 1.

6. La fonction f est décroissante sur | — oo, In(2 — v/3)] et sur [In(2 +v/3), +ocl. Elle
est croissante sur [In(2 — v/3),In(2 + v/3)].
Or F'=f.

La fonction F est donc concave sur | — oo,In(2 — v/3)] et sur
(2 + v3), +o0l.

Elle est convexe sur [In(2 — v/3), In(2 + v/3)].

Elle admet donc des points d’inflexion en In(2 — v/3) et In(2 4+ v/3).




