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Probleme 1 : Etude des dérivées successives d’une fonction +$—

. . 6

(Concours commun 2004 des écoles des mines 2
d’Albi, Alés, Douai, Nantes (toutes filieres)) =14+z+ 327 + EIS + o (IS)
2 6 z—0
Dott : f(z)=e(l+z+2>+23+ o (xB))(1+x+3—x2+E:c3+ o (z%))
’ ’ x—0 2 6 z—0

o 2—x  14(1-z) 1 1
.Ona :a(x)= G-of  a-a2 1—1‘+(1—x)2'
o -1 (1—z)
Pour tout z € I, on a : 1 —x > 0. Une primitive sur I de 2~ 1-2 est
donc In(1 — ).
1 1—2z) 1
Une primitive de TSE = —((1 _i))g est s
Une primitive de a(z) sur I est donc : A(x) = —In(1 — ) + T2

.Sur[,ona : (E) < y —a(z)y=0.
Une primitive de a sur I est A.
Par conséquent la solution générale de (E) sur I est : Aed® ot X e R.

Or : eA®) = g~ n(-0)t s — L eTo7 .

1—=zx

La solution générale de (F) est donc :

A
eTow ou A € R.
T

1
.Ona : —— =1+z+2°+2°+ o (:r3)
1—=z z—0

1
Donc :exp( >=exp(1+m+x2+x3+ 0 (mg))
x—0

1—2
:e.exp(x+x2+x3+ (¢} (x‘3)>
z—0
Onpose u =z +2°>+2°+ o (2?).
z—0
Ona : lim u=0.
x—0
Or st =1ut 1 o ()
ro:oet= ut 6 T .9 W)
w =22 +2:34+ o (m?’)
z—0

.3 _ .3 3
et tu” ==z —l—mgo(w)

3ex? 13e 4

_ 3

= etexr+ + +$go(z )

5  3eT
+exr —+ex”+
+ez2+ea:%
+e:c3
. 1 . .
On obtient donc :| f(x)=-e+ 2ex + EIQ + Em‘s + o (2°)
2 3 z—0

. Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un polynéme P,

tel que :

1
Ve el f(”)(a:):Pn( )ellw
1—2z
On note H,, cette propriété.
Remarquons que la fonction f est une composée de fonction de classe C*. Elle est
donc de classe C*°. Pour tout entier n, la dérivée n®™° est bien définie.

1 1
Initialisation : On a (V) (z) = f(z) = T eT==. On pose : Py(X) =X.
—x

1—=x
La propriété Hy est donc vraie.
Hérédité : Soit n € N.
On suppose H,,.
Montrons H,,41.

On a :f(")(x):Pn<1i >ellr.

1 \? 1 1 \? 1
Done : £"(a) = (1—33) P;L<1—x)ellz+(1—x> Pn(l—x)

On pose : P,11(X) = X?P + X?P,.
1

. f(”“)(z) =Po1 () eT—7.

— X

On a alors :f(o)(x):Po( 1 )ellw'

On a alors T

On a donc démontré H, 1.



On en déduit que pour tout entier naturel n, il existe un polynéme P, tel que :
1 1
Ve el f(")(gc):Pn<1 )el @
-
:¥neN P, (X)=X?P +X°P,.

De plus

Par la question précédente, on obtient = PnH(l)

= (2n+2)( n(l) ) = ( (1)6)

P Onp41

(¢]

5. La démonstration précédente nous donne :| Py(X)=X

Ona : Pl(X) = X?P)+ X?Py = X? + X2.X.

Donc :| P(X)=X*+X" |

Ona : Py(X)=X?*P{+ X?P, = X*.(3X?% +2X) + X2.(X* + X?).

Donc | P (X)=X°+4X"+2Xx3

Ona : P3(X)=X?P)j+ X?Py = X2.(5X* +16X3 +6X?) + X2 (X5 +4X"* +2X3).
Donc :[ Ps(X)=X"+9X°+18X° +6X" |

. La fonction f est solution de 1’équation (E).
On a donc : (1 —z)2f'(z) = (2 —z)f(2).
Soient g et h les fonctions telles que : g(x) = (1 —2)% et h(z) =2 — .
Les fonctions g et h sont polynomiales, elles sont donc de classe C*°.
Grace a la formule de Leibnitz, on a :

(9-)" (@) = (Z)g<k><x><f'><"-k> ().

On en déduit : I ant1 = (2n+2)a, — na,_1 I

Te 17e 3 3
:f()*e+2e:1:+5x + — 3 +$go(x).

La fonction f est de classe C*°. On peut lui apphquer le théoreme de Taylor-
s f(z) =ap+ a1+ 9202 B3y oo(x?’).

2 6
Par 'unicité du développement limité, on en déduit :

8. a. Par la question 3, on a

Young a l'ordre 3

| ap =e, ap = 2e, ay = Te, az = 34e

Par la question précédent avec n = 3, on a

Dou :| a4 =209 |

:ay = 8az — 9ay = 8.34e — 9.7e.

k=1
L o _ " _ (k) _
Or : g'(z) N 2(7({? 1), 9" (2) _22 (ii\f)k >2 g(2) = (()n) (n_1) b. La fonction f est de classe C*°. On peut lui apphquer le théoreme de Taylor-
Done (gji ) . () = (1 —2)°f . () +2n(z = (@) +n(n - 1)f (). Young & Vordre 4 : f(z) = ag + a1z + B2p2 Basyp Maay (z*).
Toujours grace a la formule de Leibnitz, on a : 27 617 24209 —0
n e e
n n n— ) déduit : = — 2 4 4
(h.)™ () =>" (k>h(k)(x)f( "(z). nen déduit que | f(r) = e+ 2er + ot + et + Zrat 4 o (o)
k=1
Or :W(z)=—-1letVk>1 A =0.
Donc : (h.f)™ (z) = (2 — 2)f™(2) — nf™ D (a). . P0+0)! &K1
Dou : 9. a. Ona : Sp(O) = Z (Z|)2 = Z ﬁ
n n n— n n— =0 1=0
(1= 2P £ (@) + 20(z — 17O (@) + nln - DFO V(@) = (2 2)f () ~nf 0V @). [ e
On en déduit : (1 —z)2f" Y (z) = 2n+2 — 2n + D)) fO) (x) — n2f Y (2) ’ P 5 p( ) X » » »
D’ou : 1+1 1+ 1 i
Ona : 5,1 =S LD _gnlti sal §ni
1 1 1 P
(1—2)?Puyr (| — ) = (1 +@2n+1)(1 - a:))Pn — ) —n?P,_, . i=0 (i1)? i=0 2 i=0 ! i=0 i
11—z 11—z 11—z
. L1 & 1 LAty
EnposantX:i,onobtlent : :;54_;(1__1)':;54_1:05
1 1 Donc : I Sp(1) = up + up_1 l
ﬁPnH(X) = (1 + (2n + 1)X) Po(X) —n?P,_1(X)
On en déduit 3| Vn >0 Py (X)=[2n+1)X+ X*| P, (X) —n’X?P,_1 (X) I b. La suite (u,)pen converge vers e. D’apres les relations précédentes, on en déduit

7. Soit n € N. On a : a, = f™(0) = P,(1)e.

2

lim S,(1) =2e

p—r—+o0

et

Im_5,(0)=




10.

11.

12.

On a :

Sp(n+1)—(2n + 2)Sp(n) +n2S p(n—1)
_zg 2 (2n +2§% 2y
(n—1+419)!

-

S
Il
=]

(n+1+49)(n+1i)— (2n+2)(n+1i) +n?)

(a1)?
(n—1+14)!

(i1)?

n—1+z (n+1i)!
§: ((i—1DH2 ()2

=1

(i —i—n)

-

S
Il
o

On reconnait une somme téléscopique.
On obtient donc :

) n+p)! n+p)!

Sy(n+1) = (2n+2)y(n) + 125, (0 — 1) = —nl ! — (p!)f) - (PUI;)
) n)—S,(n :pﬂ n—i—z u n"‘l _ (n—l—p)!

Or : Spao) = Sy =3 o) W

On en déduit :| S, (n—|—1) (2n—|—2) pn)+n Sp(n—1) = 8S,_1(n) — Sp(n) |

Montrons par une récurrence double, sur n € N, que la suite (S,(n)),en converge
Initialisation : D’aprés la question 9b, les suites (S,(0))pen et (Sp(1))pen
convergent.

On a donc : Hg et H;.

Hérédité : Soit n € N.

On suppose H,,—1 et Hy,.
Montrons H,,+1.
D’apres la question précédente, on a :
Sp(n+1) = Sp_1(n) + (2n +1)8y(n) — n*Sy(n — 1)
Puisque les suites (Sp(n))pen et (Sp(n — 1))pen convergent respectivement vers by,
et bn—l-
On en déduit que (Sp(n + 1)),en converge vers (2n + 2)b, — n?b,_1. On a bien
démontré H,,41.

On en déduit que la suite ( »(n))pen converge pour tout n € N.
De plus, on a obtenu : b, 1 = (2n 4 2)b, — n2b,_1

Montrons que, pour tout n € N, a,, = b,,.
apg = €
On a : a1 = 2e
Vn € N* app = (2n+2)a, — nla,_1

b() =&

b1 = 2e

Vn € N* bn+1 =
Ces relations caractérisent les suites (ap,)nen €t (by)nen.
On en déduit que, pour tout n € N, a,, = by,.

D’apres les questions 9b et 11, on a vu :
(2n + 2)b,, — n%b,_1

Or : b, = lim Sy(n)
p—>—+o00
N
— lim (n—I—z)
P00 £ (a!)2
P onl i)
— lim 7 "(”7""2)
p—+oo (¢1)?

=0

p .

= lim n! n l

p—too n 7!
1=

. (n+1i)! | n—+1
Jim 3 = oy (")

On en déduit :| a, =

Exercice 1 : Etude d’une suite
(adapté de BCE - EM Lyon - option économique (2005))

. La fonction (z — %) est croissante sur R" et (z — z + 1) est croissante et positive

sur R*. Donc, par composition, (z +— (x + 1)? + 4) est croissante sur R*. En
composant par (z — /7) qui est croissante, on en déduit que la fonction f qui est
définie sur RT est croissante.

De plus, par composition de fonctions continues, la fonction f est continue.

Dot : lim f(z) = f(0) =5 —2.
r—0
On a : linﬁ (x+1)2 +4et hm f 2 = +o00. Par composition de limites,
Tr—r+00
on en déduit que : lim f(z ) +oo.
r—>+00
On obtient ainsi le tableau de variations suivant :
1
T 0 — +00
2
1t
f(x) ) __—5
. Ona M +1 . ‘L7727§7 :1
2
1 1
Par la croissance de f ,on a 5 ) > 5



1
L’intervalle [2, +oo[ est donc f-stable.

1
Or :uozle{,

5 —I—oo{

1
La suite (u,)nen est donc bien définie & valeurs dans [2, 400 [

1
i.e. Yn € N un2§

. La fonction f est croissante. Donc la suite (uy,)nen €st monotone.
Ona :uy = flug) = f(1) =/ (1+1)2+4-2=2V2-2.
3
roV2< 3

3
Donc :u1<2.§—2:1:u0.

‘Ainsi, la suite (un)nen est décroissante. ‘

. Lo S 1
. La suite (un)neN est décroissante et minorée par >

On en déduit que la suite (uy,)nen converge.
La fonction f est continue. La suite (u,)nen vers un point fixe de f.

Or : f(z)=2 <= (z+1)?2+4-2=z
= (z+1)+4=(x+2)2et2x+2>0
— 2 +2x+5=2>+42+4 (zecR")

1
<— 2r=1 <— x=§

1
3 est donc 'unique point fixe de f.

1
La suite (up)nen converge vers £ = 3

. La fonction (z — (x + 1) +4) est strictement positive sur RT.
Ainsi, par composition de fonctions deux fois dérivables, la fonction f est deux fois
dérivable.

2 1 1
De plus : f'(z) = @+ _ s

2\/x+1 +4 IRV/CEEEEY Y
L((z+1)*+4) —2.(z+1)2(z+1)
(z+1)24+4)/(z+1)2+4
4
>0
(z4+1)2+4)\/(z+1)2+4
La fonction f’ est donc croissante.

D'ou :Vz € B,l] I (;) = % < fllz) < f(1) = —.

et f"(x) =

4

1 2 1
D’ou :Vz € [2,1} ng’(x)gget donc :|Vz € {2, }

IN

[

1
6. Montrons, par récurrence, que : V¥n € N |u, —¥¢| < 5 (

Initialisation : Ona : |ug—{| = ’1 - =
La propriété est donc vraie au rang 0.
Hérédité : Soit n € N.
1 2
< f

On suppose que : |u, — ¢| < s\

On a :|upir — £ = [f(un) — f(O)].

. . 1
Or, la suite (uy)nen est décroissante et converge vers 3

n

De plus, ug = 1.
1
Dot u, € |=,1].
ou u {2 ]
2 V2
202 2

Par I'inégalité des accroissements finis, on en déduit que : |up41 — €] < —

Or :Vz e B,l] 0< fl(z) <

IN

La propriété est donc héréditaire.

NG

5 [un
NG
2

(

_fl

(%)

V2
2

On en déduit que :

1 \@n
— <7
YneN |u, — /¢ 2<2>

>n+1

Exercice 2 : Etude d’un polynéme

1. Ona : P= X% 5X*48X3-9X2+aX+b,d'ont : P’ = 6X°—20X3+24X* 18X +a.

1 est, une racine de P d’ordre au moins 2
P(1)=0 —5+a+b=0 o b=-3
P'(1)=0 —8+a=0 a=38



[

‘Ainsi, 1 est un racine d’ordre au moins 2 si, et seulement si a = 8 et b = —3. ‘
Ona : P"=30X*—-60X?+48X —18 d’out : P"(1) =30 —60 +48 — 18 =0
et PG =120X% — 120X + 48 d'ott : P®)(1) = 120 — 120 4+ 48 = 48 # 0

‘ 1 est une racine de P d’ordre 3‘

. En effectuant la division euclidienne de P par (X —1)® = X® — 3X?% +3X — 1,

on trouve que le reste vaut R = 0 et le quotient vaut ‘Q = X3 43X+ X + 3‘

On observe que Q(1) = 8 # 0 et on retrouve le fait que 1 est une racine de P d’ordre
3.

.Ona : Q=X*+3X?+ X +3=X(X*+1)+3(X*+1)

= (X2 +1)(X +3)
La factorisation de @ dans R[X] est ‘ Q= (X*+1)(X+3) ‘
La factorisation de @ dans C[X] est ‘ Q=X+)X-1)(X+3) ‘

. La factorisation de P en un produit de polynémes irréductibles de R[X] est

|P=(X - D+ 1)(X +3)|

La factorisation de P en un produit de polynémes irréductibles de C[X] est
|P=(X - 1}(X +D)(X - )(X+3)]

D’apres la question 4, on a : P(X?) = (X2 — 1)3(X* +1)(X2 +3)

On pose T(X) = X* + 1.
Soit z € C

i s k2w

4
; z
2z est une racine de T < 2% = o™ & <1") =1< 3k e€[0,3] tel que z =¢'4e' =
el'z

La factorisation de T dans C[X] est :T = (X —e'T)(X — ei%ﬂ)(X e T (X —eT)

La factorisation de P(X?) en un produit de polynomes irréductibles de C[X] est
P(X?) = (X = 1)}(X + 1)} (X —e'F)(X —€'T)

(X — e T) (X — T (X +iV3)(X —iV3)
CT=(X —eT)(X —e T)(X —eT)X —e ')

D’autre part
= (X — 2cos ZX +1)(X — 2cos ?%TX +1)

La factorisation de T dans R[X] est : T = (X? — Xv2 4+ 1)(X2 + Xv2+1)

Autre idée pour factoriser T' dans R[X] : T = (X2 4 1)? — 2X?

= (X2 - XV2+1)(X2 4+ XV2+1)
On vérifie aisément que ces polynémes ont un discriminant strictement positif et
sont donc irréductibles dans R[X].
La factorisation de P(X?) en un produit de polynomes irréductibles de R[X] est

P(X?) = (X - 1D)}(X + 13X - XV2+ 1)(X2+ XV2+1)(X% +3)|.




