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Probleme 1 : Dérivée n®™e et polynoémes.
1. (a) La fonction f est définie sur R\ {1} par Vx € R\ {1} f(z) = le . La
—x
fonction f est donc une fraction de fonction C*°.
‘ On en déduit que f est une fonction C*. ‘
(b) On raisonne par récurrence.
Initialisation :
On pose : Py =1.
P xr
On a alors : f(O(z) = f(z) = ;(f)xe .
La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité :
Soit n € N.
On suppose qu’il existe P, un polyndome a coefficients réels tel que
f (:L') (1 _ m)n-&-l :
a1 _e"Py(x) +e"P) () e* P, (x)
Onaalors : f( )(.'L')— (1_x)n+1 +(n+1)m
(1 = 2)(Pu(z) + Py(2)) + (n+ 1) Pa(x))e”

N (1 —x)nt2

_ (n+2—2)Py(2) + (1 — x)P(x))e”

N (1 —a)n+2

On en déduit que P, 1(x) = (1 —z)P.(z) + (n + 2 — x) P, (z) convient.

Par récurrence, on en déduit que, pour tout n € N, il existe un
polynéme P, tel que :

e* P, (x)
(1 —z)ntl

f" (@) =

On a également démontré que :
Pos(@) = (1— 2)PL(2) + (n + 2 — ) Py (a).

(¢) Précédemment, on a obtenu :
Ona : P, =(1-X)P,+(2—X)P,. Donc :

Ona :Py=(1-X)P +(3-X)P,=(1—-X)(—1) + (3 - X)(2 - X).

Donc ;\P2=X2—4X+5

Montrons que, pour tout n € N, le terme de plus haut degré de P,, est :
(—D)"X".

Initialisation :

D’apres ce qui précede, la propriété est vraie aux rangs 0, 1 et 2.
Hérédité

Soit n € N.

On suppose que le terme de plus haut degré de P, est (—1)"X".

Ona :Py1=(1-X)P,+(n+2—X)P,.

Or :deg((1—X)P,) =deg(l — X)+deg(P,) =1+deg(P,) —1=n.

Et :deg((n+2—-X)P,) =deg((n+2— X)) +deg(Pn) =n+1

Donc : deg((n+2— X)P,) > deg((1 — X)P)).

Le terme de plus haut degré de P, ;1 est donc celui de (n +2 — X)P,.

Or, le terme de plus haut degré de (n +2 — X) est —X et celui de P, est
(=" X",

Le terme de plus haut degré de P, est donc : (—1)"T1X"H1

Par récurrence, on en déduit que, pour tout n € N, le terme de
plus haut degré de P, est : (—1)"X".

Montrons par récurrence que, pour tout n € N, P, (1) = nl.
Initialisation :

Ona : P(1)=1.

La propriété est donc vraie au rang 0.

Hérédité

Soit n € N.

On suppose que P, (1) =nl.

Ona : Ppi(1)=1-1)P,(1)+(n+2—-1)P,(1) = (n+1).n! = (n+ 1)L
La propriété est donc héréditaire.

Par récurrence, on en déduit : ‘Vn eN P,(1)=n! ‘

Soit z € R\ {1}.

. / . Py(x)e* e’
Ona : (r=1)f) ~ (2= 2)() = (o= g s — =27,
:(—(Q—xl):a(?x—2))e"”:0
Onabien :|[Vz e R\ {1} (v—1)f(x)—(z—2)f(z) =0]

Soit n € N*.

On remarque que les dérivées de (z — (x — 1)) et de (x — (z — 2)) sont
constantes égales a 1. De plus, leurs dérivées d’ordres supérieurs sont nulles.
On dérive l'expression précédente a 'ordre n. En utilisant la formule de
Leibnitz, on obtient :



(2= DS @) + (@) — (@ =2 (@) +nf D (@) =0,
On obtient ainsi : (1 —z) "+ (z) =

0 (=) = 1 R =

A—gpr (e 2= 2)Pa(@)
Pn—l(x)cm _ e

n (1 — x)n - (1 _ x)n+1

# 0, on obtient : P,y(x) =

X

T

(n+2—2)f™)(x) =

et : —nfV(z) = — n(l —z)P,_1(x)

. e
Pulsque m
1)P,—1(x) pour tout réel = # 1 et donc pour tout x réel.

Par conséquent, on a :

[Vn €N Vz R Pupa(n) = (n+2—2)Pa(z) + n(z — )Py _1(a) ]

(c) Soit n € N*.
Ona : Ppy1=n+2-X)P,+n(X -1)P,1

et : Puir = (n+2—X)Py+(1— X)P..

Donc : (1= X)P., =n(X —1)P,_4

On en déduit que : ’Vn eN* Pl =-nP,_ ‘

3. Montrons par récurrence que, pour tout n > 1, le polynome P, n’admet que des

racines simples.
Initialisation

Ona : P, =2—X. Donc, 2 est 'unique racine de P;. Elle est simple. La propriété

est donc vraie au rang 1.
Hérédité

Soit n > 1. On suppose que le polynéme P, n’admet que des racines simples.

On suppose, par I’absurde, que P, 1 admet une racine double.
Soit a € R une racine double de P, ;1.
D’apres la question le, on a : P,y1(1) =
D’autre part, P, () = 0.

Or : P, ., =—(n+1)P,. Donc : P,(a) =0.

Par la question 1b, on a également : P, y1(a) = (1—
Dot : 0= Puy1(a) =(1— )P ().

Or :1—a#0.Dou : P,(a) =P, () =0.

Par ’hypothese de récurrence, on aboutit a une contradiction.
On en déduit que P, 41 n’a que des racines simples.

(n+1)! # 0. Donc, a # 1.

(n+2—2)f " (@) —nf" V().

)H-‘rl Pﬂ+1($)7

(n+2—x)P,(z)+n(z—

a)Pl(a)+(n+2—a)P,(«).

On en déduit, que pour tout n > 1, le polynome P, n’admet que
des racines simples.

(a) Soit (j, k) € N2.

k!
Ona :| (XK = ¢ (k—j)!

0 sinon

Xkl sij <k

Ona : PY =

Z ap(XFY0).

On suppose d’ abord j <n.

On a alors : Zak Xk +Zak X’“ ()
=0+ ap(X*)W
k=3
D pU) zn: k! X k=i
onc : = —ag .
= (k=)

On suppose j > n.
Alors, pour tout 0 < k <n < j, (Xk)(j) = 0. On en déduit que

Z(kﬁ' 7 ka J

0 sinon

17 <
Donc : | PY) = slg<mn

On suppose d’abord j < n.

) n k! )
On a alors : PY)(0) = Z WakOk_J
k=j ’

a] 0777 + Z akOk_j
i 2

Sik>j, alors k—j>1et donc : 07 =0.
On en déduit : PY)(0) = jla;.

On suppose j > n.

Ona : PY =0etdonc : PY(0)=0

A Yoo siq <
On en déduit que : | PY)(0) = {] % S% J=n
0 sinon
P®)(0)

On en déduit que si 0 < k < n, alors : a; =

Or : P= Zaka.
k=1

k!

- PY = 0.



» p(k)
(Ve e R P(x):ZPT(O)xk

k=0

D’ou

(d) On applique la question précédent & @, on obtient :

Or : Q=P(X+1).
Donc :Vke N QW =pP® (X +1).
or ~ PO(1)
D’ou Q:;TX .
=0
Or :Q=P(X+1).Donc : P=Q(X —1).

po$ PO
k=0

On en déduit :

k!

n!

5. Montrons que PT(Lk) = (71)kmpn_k
Initialisation |
n!
On a PT(LO) = Pn = (71)Ompn_o.
La propriété est vraie pour k = 0.
Hérédité
Soit 0 < k < n. |
n!
On suppose P,,(Lk) = (—1)kmpn_k.
|
On a alors : P(FHD(—1)k n ik)' )

Or :n—k > 1. Donc, d’apres la question 2¢ : P, _, =

Dot : PIHY = (Uk(nz!k)!((nk)Pn—k—l) = (-1

La propriété est donc héréditaire.

)k+1

n!

—(TL - k)Pn—k—l-

— P, .
(n—(k+ 1) "

D’apres la question 4d, on a : P, = Z (X —1)*

k=0
n Yk
On en déduit :| P, =n! ’;) (1 k'X)
T T n k
)y @ P, (z) _ e | (1—ux)
Ona : f"(z) A= o) (1—x)"+1n'z T

k=0

1

On en déduit : f(") (z) = nle” kZ:O W

Exercice 1 : Une équation différentielle.

Par récurrence finie, on en déduit

IV0O<k<n PF=(-1)F

n!

(n —

P,
k)l

k

Soit 0 < k < n.
Or : Po_i(1) =(n— k).

|
Dot : P (1) = (—1)F — " (n — k)L,
oll (1) = (-1) (n—k)!(n k)
et donc : |VO<k<n PF(1)=(-1)kn!
6. Soit n € N.

On a :deg(P,) = n.

. La fonction ¥ est solution de (F) sur R™.

On a donc : Vz € RT 2%/ (2) +y(z) = 2°.
En particulier, on a : 0%3/(0) + y(0) = 07
Donc : y(0) =0.

Or :ug=y(0).

On en déduit :|ug =0

. Les termes de 'équation (E) sont des sommes et des produits de fonctions C*.

Nous pouvons donc dériver autant de fois que nécessaire les termes de ’équation.
En dérivant (E), on obtient : Vx € RT (2zy/(x) + 2%y (x)) + ¢/ (z) = 22

et donc : Vo € RT 22y (x) + (1 +2z)y/(z) =2z (F').

En particulier, pour z =0, on a : 3(0) = 0.

D'ou :

En dérivant (E’), on obtient : Vo € RT (2zy”(x) + 22y (z)) + (2y(x) + (1 +
2z)y"(z)) = 2

et donc : Vo € RY 22y (x) + (1 + 4a)y" (=
En particulier, pour z =0, on a : 3”(0) = 2.

On en déduit :

+2y'(z) =2 (E").

. La fonction y est C°°. On applique le théoreme de Taylor-Young a la fonction ¢ en 0

1
0
y(x) = y(0)+y’(0)$+yT()$2+00(332) =@’ ++ o (a%).
Donc, si y est de la forme  — az? 4+ Bz +, alorsona :a==0et y=1.
Soit g la fonction définie sur R™ par : g(z) = 22 et z € RT.
La fonction g est dérivable et ¢'(z) = 2.
On a alors : 2%¢/(z) + g(x) = 22° + 2* # 2 si x # 0.

a l'ordre 2, on obtient



4.

La fonction g n’est donc pas une solution de 1’équation (E).

‘La fonction y n’est donc pas de la forme = — az? + Bz + 7. ‘

(a) Soit n > 3.
Soient g la fonction définie sur R par g(z) = 2% et h = g.y/.
g(z) = 2®
/
=2
Pour z € R*,on a : g”(@ .
g'(x) =2

et Vk >3 g(k)(a:) =0
En dérivant n fois 'équation (E), on obtient : hn)(z) +y ™z = 0.

D’autre part, par la formule de Leibnitz, on a :
n

M (@)= (Z)g““) (@)@) " ()

Par récurrence, on en déduit : ‘Vn >2 u, =(-1)"n! (n-1)! ‘

Soit n € N.

La fonction y est C°°. On peut donc lui appliquer le théoreme de Taylor-
Young a l'ordre n en 0.

(k)
On obtient alors : y(z) = Y k'(O) k—&-mgo (z™)
k=2 )
_ - (_1)kk' (k_l)' k n
_k—2 k! . +a:go(x )
. _ _1\k _ [ n
et donc :|y(x) ;( DYk -1z —&—mgo(x )

Probléme 2 : Equation du second degré dans £(E)

k=0
:2 N R () ()R (o —~(n ®) () ()R (1
> (1) @w) <>+§3(,€)g=£ )Y @)

= 6O (@ () +ng® @)y () + g )y )

= 2%y (@) + 202y (2) + n(n - 1)y V()

On en déduit :
Ve e RY 22y () + (1 + 2nz)y™ (x) + n(n — 1)y Y(z) = 0.

: y™(0) + n(n — 1)y (0) = 0.
On en déduit : ‘un +nn—Duy—1 = O‘

Pour x = 0, on obtient alors

(b) On calcule les premiers termes.
On a: uy =2=21
uz = —(3x2ug = —(3 x2) x2=-312,
ug=—(4 x3)ug = (4 x3x2)x(3x2)=4I3!
et tus=—(bx4)xus=—-(5x4x3x%x2)x(4x3x2)=-5l4l.
Montrons par récurrence que : Vn > 2 u, = (—1)"nl(n —1)!
Initialisation :
Par les calculs précédents, la propriété est vraie aurangn =2, n =3, n=4
et n =5.
Hérédité :
On suppose n > 3.
On suppose que : u, = (—=1)"n! (n —1)!
Par la question 4a,ona : u,11 = —(n+ 1)nu, = —((n+ )n)((—=1)"(n — 1)! n!)
= (=1)""n! (n+1)!
On reconnait la formule au rang n + 1.

Premieére partie

: Etude d’'un exemple

x
1. a. Soit [y | € R3.

z
x
Ona : |y | €eFE < z=2y—3z2
z
x 200 — 38 2 -3
— J(a,p) € R? y| = @ =al|ll]|+8] 0
z I} 0 1
2 3
Ainsi Fy = Vect 11,10
0 1
Donc | By est un sous-espace vectoriel de R3
2 3
et 11,10 est une famille génératrice de F
0 1
x
b. Soit u= |y | € R
z

Cherchons (u1,us) € E7 X Es.
11 existe a, 8,7 € R tels que u3 = a(2,1,0) + 8(—3,0,1) et us = v(2,2,1)



z 2 —3 2 Onaalors : f(Au+ pv) = f(Aur + uz) + p(vr +v2)) = f((Adur + por) + (Aug + po2))
Ona : u=u +uy < Y| =« (1) +B ? + v ? :()\ul +uv1)—2()\uz—|—lu/02):A(u1—2u2)—|—’u(vl—2v2)
z
= Af(u) + pf(v) (1)
T =2a—30+2y De plus, Vu € E, f(u) = f(u1 +u2) =us —2uz € E (2)
= (Yy=a+2y D’apres (1) et (2), ‘ f est une application linéaire de E dans lui-méme. ‘
z=0+y 3. Soit w € E. Comme F; ® E> = E, il existe un unique couple(u1, us) € E7 X E tel
T =2a—3042y que :u=uj + Us.
= da=y-2y Ainsi : ueker(f —1) < f(u)=u <= f(u; +uz) =us + us
B=z—r < u; —2us =u +tuy < us =0g
<~ u=wuy (car u =u; +u
y=x—2y+3z 1 1+ uz)
— ueck
— Ja=—2x+5y—06z -
B=_—wt2y—2s Bllan.ker(f—l):El‘
9 Par un raisonnement analogue, on a : ‘ker( f+2I)=E ‘
uy = (=22 + 5y —62). [ 1 4. Soit v € E. Comme E; @ E; = E, il existe un unique couple (v1,v2) € Ey X Ea/
0 v =11 + va.
3 Ainsi :velm(f—1I) < FJuecFE v=(f—-I)(u)
B <— J(ui,uz) € By x By vi+ve=(f—1)(u1 +u
— Yz +2y—22).] 0 (u1,uz) 1 > w1+ = (f—1I)(u1 + uo)
1 = H(U1,UQ)€E1XE2 U1 +Ug=U1—2U2—(U1+U2)
9 == E'(Ul,UQ) € By x By v +v2 = —3ug
us = (z — 2y +32). | 2 < v; =0g et vy € By (car E1 ® Ey = F)
<= v € FE5 (car v = vy + v2)
- | Bilan : Im(f — 1) = B, |
Tout élément © = | y | € R? se décompose de facon unique en u = u; + uy ot Par un raisonnement analogue, on a : ‘Im(f +2I) = F ‘
2
uy € By et uy € By 5. Soit u € E. Dot (f 4 2I)(u) € Im(f + 2I).
Or Im(f + 2I) = Ey = ker(f — I) donc (f + 2I)(u) € ker(f — I) ce qui donne
Donc E; et Es sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires (f—Do(f+2I)(u) =0g.
3
dans F = R”. ‘Bilan P4 f-2I=0eta=—letB=—2 conviennent.‘
2. Supposons qu’il existe deux applications f et g telles que Deuxiéme partie Etude des endomorphismes d’un R-espace vectoriel E vérifiant
si (u1,uz) € By X Ey , on ait f(ug + ua) = u1 — 2us et glug + ug) = ug — 2us 2y f-2I=0
(8131;5 S 5.fzmme E, @& E5 = E, il existe un unique couple (u1,us) € Eq X Es tel 6. a. Soit uc E.
=u 2 . _ — = =
Dou f(u) = flur + u2) = wup — 2us = gur + uw2) = g(u). Ona :ucker(f—1I) <= (f-Dw)=0p = m
‘Donc f = g. D’ott I'unicité de f‘ et tu€ker(f+2I) < (f+2])(u)=0p < |f(u)=-2u
Soient (u,v) € E?, (\p) € R?. Comme E; @ Fy = E, il existe un unique couple b. Soit u € E. Raisonnons par analyse-synthese :
(u1,u2) € By x Es tel que : uw = u3 + us et un unique couple (vi,vs) € E7 X Ey/ Analyse : Supposons qu’il existe (uj,us) € ker(f — I) x ker(f + 2I) tels que

v = V1 + Va. U= Uy + uUs



dott f(u) = f(ur) + f(uz). Diott u = S (f +21)(u) € Tm(f + 21I).
Or f(u1) = ur et f(uz) = —2up d'ov f(u) = w1 — 2uz Ainsi ker(]:”))f I) C Im(f + 21).
u

De plus, Im(f + 2I) C ker(f — I). Donc :‘Im(f—i—?[) :ker(f—I)‘

U= Uy + uUsg U = U1 + Usg

On résout : —

)
f(u) =ur —2up {f()—u:—3u2 Ly« Ly— Ly
1 Par un raisonnement analogue, on a : ‘Im(f —I) =ker(f + 21) ‘
uy = 2 (2u+ f(u))
= ? 9. a. Ona :p?= (21 Lor
Ung(—f(u)—Fu) . a. na.p—g( +f)0§( +f)
1 1 1
Synthese : u = §(2u—|— fu)) + g(—f(u) +u) = §(4I+4f—|—f2)
1 1
O = (2u-+ £ (1)) € ker(f —T) et o 5 (—f(u) +1) € Ker(/-+21) car >+ 21 =0. ~Larag - pyen
La synthese montre que tout élément de E peut s’écrire u = wu; + us ‘(1)
ol uy € ker(f — 1) et ol ug € ker(f + 2I). L’analyse garantit 'unicité d’une telle = §(6I +3f)
décomposition. 1
| ker(f — I) @ ker(f +2I) = E| =3I+ f)=p
7. Ona :pog= 20+ floo(I—f)=—¢(f +f—2]):0. =D
1 1 1 p i t anal g =
On a :q0p=g(I—f)Og(QI—Ff)=—§(f2+f—21)=0. Amnsigop =0 ar un raisonnement analogue, on a : [ ¢° = ¢
8. a. Soit v € E. b. Montrons par récurrence sur n € N la propriété P(n)
Ona :velm(f+2]) <= FueE v=(f+2I)(u) 7il existe deux nombres réels oy, et 3, tels que f" = app + Bnq”
Dou (f —=I)(v) = (f —I)o(f+2I)(u) Initialisation : On a f° =1. On pose : ag=1et fy = 1.
Or (f—D)o(f+2I)=-9qop=0.Du (f —I)(v) = 0. Donc v € ker(f —I) On a alors : f% = agp + Boq. Donc P(0) est vraie.
‘Ainsi Im(f + 2I) C ker(f — 1) ‘ Hérédité : Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie et on montre que P(n+ 1)
t ie.
Par un raisonnement analogue, on a : ‘Im(f —I) Cker(f+2I) ‘ %Sn \;razlefn — anp + Bng.
1 1 N Comme f =p—2q, ona: f" = (a,p+ Bnq) o (p—2q)
b ;)g a p;—q I+ )+ 5~ f). |Douptqg Diott f = anp? — 20p 0 g + Buq o p — 280
oit u € E. ) ) Orp®=p,¢° =q,qop=0ct pog=0,dot f"' = aup—26nq
On a donc : u = 3(21 + f)(u) + g([ - f)(u) ou §(2I+ f)(u) € Im(f + 2]) et En posant o, 41 = «, et 5n+1 = —20,,0n a: n+l _ Q1P + BnJrlq,
1 Donc P(n + 1) est vraie.
§(I = N)(w) € Im(f 1) Pour tout n € N, il existe deux nombres réels «,, et 3, tels que
Donc‘E =Im(f +2I)+Im(f —1I) ‘ ‘f" =app+ Pnqavec ag =1, Bp =1, apt1 = €t Bryg = —26,,‘
c. Soit u € ker(f — I). Comme (a,) est la suite constante de ler terme 1 et (3,,) est la suite géométrique
On a : f(u) =u. Donc : (f 4 2I)(u) = f(u) + 2u = 3u. de raison —2 et de ler terme 1, on a :|a, =1 et 3, = (—2)" pour tout n € N




