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Problème 1. Étude d'une suite d'intégrales.

Pour n ∈ N, on pose : an =

∫ 1

0

(
1 + t2

2

)n

dt

1. a. Montrer que la suite (an)n∈N est monotone.

b. En déduire qu'elle est convergente. On notera ` sa limite.

c. Justi�er que pour tout t ∈ [0, 1], 1 + t2 ≤ 1 + t et en déduire que ` = 0.

2. On pose Sn =
n∑

k=0

(−1)kak.

a. Soit n ∈ N. Montrer que pour tout t ∈ [0, 1] :
n∑

p=0

(−1)p
(
1 + t2

2

)p

=
2

3 + t2
− (−1)n+1 2

3 + t2

(
1 + t2

2

)n+1

b. Véri�er l'inégalité

∫ 1

0

2

3 + t2

(
1 + t2

2

)n+1

dt ≤ 2

3
an+1

c. Calculer l'intégrale

∫ 1

0

2

3 + t2
dt à l'aide du changement de variable t =

√
3u.

d. En conclure que lim
n→+∞

Sn =
π

3
√
3

Exercice 1. Étude d'endomorphismes de R3

Soit l'application f dé�nie par ∀(x, y, z) ∈ R3, f(x, y, z) = (−x+ y + z,−x+ z,−x+ z).

1. a. Montrer que f est un endomorphisme de R3.

b. Déterminer une base de ker(f). En déduire le rang de f .

c. Déterminer une base de Im(f).

2. ker(f) et Im(f) sont-ils supplémentaires de R3 ?

3. Véri�er que f3 = −f . En déduire f4 et f5.

4. Soit G = {f, f2, f3, f4}.
a. Faire la table de G pour la loi de composition. En déduire que (G, ◦) est un groupe commutatif.

b. Soit u et v deux endomorphismes de R3.

Montrer que ker(v) ⊂ ker(u ◦ v) et que Im(u ◦ v) ⊂ Im(u).

c. En déduire que tous les éléments du groupe (G, ◦) ont le même noyau et la même image.

5. Montrer que f4 est un projecteur dont on précisera les éléments caractéristiques en fonction de

ker(f) et Im(f).
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Exercice 2. Étude d'un endomorphisme de Rn[X]

Soit n un entier naturel tel que n ≥ 3 et E = Rn[X] l'ensemble des polynômes à coe�cients réels de

degré inférieur ou égal à n.
On pose P0(X) = (X − 1)(X − 2)(X − 3).
Pour tout polynôme P (X) de E, on note P̂ (X) le reste de la division euclidienne de P par P0 et f
l'application de E dans E dé�nie par f(P ) = P̂ .

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

2. Montrer que Im(f) = R2[X].

3. Déterminer une base du noyau de f .

4. Comparer f2 et f . Reconnaître f et donner ses éléments caractéristiques.

Problème 2. Étude d'une fonction dé�nie par une intégrale

Lorsque cela a un sens, on pose ψ(t) =
1

t+ sin(t)
et f(x) =

∫ 2x

x

dt

t+ sin(t)
.

1. Résoudre dans R l'équation (E) : t+ sin(t) = 0.
(on commencera par montrer que l'équation (E) a une unique solution dans R).

2. Déterminer en fonction de t le signe exact de δ(t) = t+ sin(t).

3. a. Montrer que f est dé�nie sur R∗.
b. Montrer que f est de classe C1 sur R∗ et calculer f ′(x) sous forme factorisée.

c. Déterminer le signe de f ′(x) pour x ∈ R∗.
d. Etudier la parité de f .

4. On se propose de déterminer la limite de f(x) lorsque x→ +∞.

a. Montrer que pour tout x > 0,

∣∣∣∣f(x)− ∫ 2x

x

dt

t

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2x

x

dt

t
(
t+ sin(t)

) .
b. Justi�er qu'il existe un réel m > 0 tel que pour tout t ≥ m, t+ sin(t) ≥ t

2
c. En déduire que f possède une limite �nie ` lorsque x→ +∞ que l'on déterminera.

5. On se propose de déterminer la limite de f(x) lorsque x→ 0.

a. Déterminer un développement asymptotique de ψ(t) lorsque t→ 0 sous la forme :

ψ(t) =
a

t
+ bt+ o

t→0
(t) ie ψ(t) =

a

t
+ bt+ tε(t) où lim

t→0
ε(t) = 0.

b. Soit θ dé�nie par θ(t) =
1

t+ sin(t)
− a

t
.

Préciser le domaine de dé�nition de θ.

c. Montrer que l'on peut prolonger θ par continuité en 0. Préciser alors la valeur de θ(0).
On notera encore θ la fonction ainsi prolongée en 0.

d. Justi�er que M = max
t∈[−1,1]

|θ(t)| existe.

e. En déduire la valeur de lim
x→0

∫ 2x

x
θ(t) dt puis de lim

x→0
f(x).

6. f est-elle prolongeable par continuité en 0 ?

Si oui, préciser f(0). La fonction f ainsi prolongée, est -elle alors dérivable en 0 ?

7. a. Préciser une méthode qui permettrait d'obtenir les valeurs approchées suivantes :

f(π) ≈ 0, 81 et f(2π) ≈ 0, 68

b. On admet que ln(2) ≈ 0, 69. Tracer l'allure de la courbe représentative de f sur [−2π, 2π].
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