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Résolution d'une équation

Exercice n�26 - feuille 2

1 Énoncé

Exercice 26. Résoudre l'équation suivante :(
z + 1

z − 1

)n
+

(
z − 1

z + 1

)n
= 1

2 Résolution

On résout l'équation : (
z + 1

z − 1

)n
+

(
z − 1

z + 1

)n
= 1 (E)

Le domaine de dé�nition de l'équation est : C \ {1,−1}.

On pose : X =

(
z + 1

z − 1

)n
.

On a alors : (E) ⇐⇒ X +
1

X
= 1 ⇐⇒ X2 −X + 1 = 0

⇐⇒
(
X − 1

2

)2

+
3

4
= 0

⇐⇒

(
X − 1 + i

√
3

2

)(
X − 1− i

√
3

2

)
= 0

⇐⇒ X =
1 + i
√

3

2
ou X =

1− i
√

3

2

⇐⇒ X = ei
π
3 ou X = ei

π
3

On résout donc l'équation :

(
z + 1

z − 1

)n
= ei

π
3 (E′).

On a : (E′) ⇐⇒ ∃k ∈ {0, . . . , n− 1} z + 1

z − 1
= ei( π

3n+ 2kπ
n ) (Ek)

Soit k ∈ {0, . . . , n− 1}.

On a : (Ek) ⇐⇒ z + 1 = ei
6k+1
3n π(z − 1)

⇐⇒
(
ei

6k+1
3n π − 1

)
z = ei

6k+1
3n π + 1

Or, ei
6k+1
3n π est une racine nème de ei

π
3 .

Donc : ei
6k+1
3n π − 1 6= 0.

D'où : (Ek) ⇐⇒ z =
ei

6k+1
3n π + 1

ei
6k+1
3n π − 1

⇐⇒ z =
ei

6k+1
6n π + e−i

6k+1
6n π

ei
6k+1
6n π − e−i

6k+1
6n π

⇐⇒ z =
2 cos

(
6k+1
6n π

)
2i sin

(
6k+1
6n π

) ⇐⇒ z = −i
cos
(
6k+1
6n π

)
sin
(
6k+1
6n π

)
Or : cos

(
6k + 1

6n
π

)
⇐⇒ 6k + 1

6n
π =

π

2
[π] ⇐⇒ 6k + 1 = 3n[6n].

Le nombre 6k + 1 n'est pas un multiple de 3 et un nombre congru à 3n modulo 6n
l'est.

Donc : cos

(
6k + 1

6n
π

)
6= 0.

Les solutions de (E′) sont les nombres de la forme : − i

tan
(
6k+1
6n π

) où k ∈ {0, . . . , n−1}.

On résout également :

(
z + 1

z − 1

)n
= e−i

π
3 (E′′).

On a : (E′′) ⇐⇒
(
z + 1

z − 1

)n
= e−i

π
3 ⇐⇒

(
z̄ + 1

z̄ − 1

)n
= ei

π
3

⇐⇒ z̄ est solution de (E′)

⇐⇒ ∃k ∈ {0, . . . , n− 1} z̄ = − i

tan
(
6k+1
6n π

)
⇐⇒ ∃k ∈ {0, . . . , n− 1} z =

i

tan
(
6k+1
6n π

)
On en déduit que les solutions de (E) sont les nombres de la forme :

− i

tan
(
6k+1
6n π

)
et les nombres de la forme :

i

tan
(
6k+1
6n π

)
où k ∈ {0, . . . , n− 1}.
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