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1 Enoncé

Exercice 9. Etudier la familles de fonctions suivantes :

1. fo(z) =2zIn"™(z) o n € N.

2 Reésolution

La fonction ln est définie sur R1*.

’Les fonctions f,, sont donc définies sur R**.

Ona : fo(zx) =x.
On suppose donc pour la suite n # 0.
Ona : lim0 falz)=0.

r—r

‘La fonction f,, se prolonge par continuité en 0 en posant f,(0) = 0. ‘

Par produits de fonctions dérivables, les fonctions f,, sont dérivables sur RT*.

Remarque 2.1. Si f est une fonction dérivable, alors () = nf' f*L. On applique
ce résultat a la fonction In.

1 n—1
Ona : f/(z)=In"(x) s (
Or :In(z)4+n>0 < In(z) > —n < x>e ™
Et :

1. Si n est pair, alors n — 1 est impair et donc In" " '(z) >0 <= In(z) >0 <

x> 1.

2. Sin est impair, alors n — 1 est pair et donc Vo € R**  In""'(z) > 0.

De plus, In" ' (z) =0 <= (z=1etn>2).

D’autre part, par les croissances comparées, on a : lim f,(z) = lim xIn"(x) = 0.
x—0 r—0

‘La fonction f,, se prolonge donc en 0 par continuité en posant f,,(0) = 0. ‘

On étudie la dérivabilité de f, en 0.

On a

z—0

@ = 00

Puisque nous avons supposé n # 0, on obtient :
. falx) = fr(0) +oo  sin est pair
lim 4/~ 22~ —

z—0

z—0

—00

si n est impair

Dans tous les cas, la fonction f,, admet une tangente verticale en
0 et n’est donc pas dérivable en 0.

On en déduit les tableaux de variations suivants :

1. Si n est pair :

T 0 e 1 +00o
"~ () - - - 0 +
In(z) +n - 0 + + +
7 (x) + 0 — 0 +
n" 400
0 0
2. Sin est impairet n #1 :
x 0 e " 1 +o0
In"1(z) + + + 0 +
In(z) +n - 0 + + +
Il (z) - 0 + 0 +
0 / 400
0




3.Sin=1 :

T 0 e—(n—1) 1

2. Sin est impairet n #1 :

T 0 e 1 1 +00
In(z) + 1 - 0 + + +
1(x) - 0 + 1 +
0 / +00
0
e
Ona : lim In(z)=4oc.
xr—>+o00

Donc :

lim fp(x) = +o0

n—-4oo

Ona : fna(f) = In"(z).

Donc : lim ——= =+00
r—>+00 xT

La fonction f, admet donc en 400 une branche parabolique verti-
cale en +o0.

Nous étudions également la convexité de f,,.

La fonction f) est une somme de fonctions dérivables. Elle est donc dérivable.
On traite a part le cas n = 1.

Ona : fi(z) =In(z) + 1.

Donc : f'(z) = = > 0

‘La fonction f; est convexe. ‘

net — D" %(z nIn™ 2(2)(In(z) + n —
Ona : f(z) = nln"" " (x) n n(n—1)1 (z) _ nl (z)(In(z) + 1)

" T T T

n fn_1(x)
-
Ainsi, £/

n

(x) est du méme signe que f;,_;(z). On en déduit :

1. Sin est pairet n #2

T 0 e~ (n—1) 1

3.S5in=2:

1. Si n est pair, alors la fonction f,, est concave sur 0, e_(”_l)[
et convexe sur Je~ (™Y 4ol
Elle admet donc un point d’inflexion en e~ (1.

2. Si n est impair et n # 1, alors la fonction f,, est convexe sur
10, e~ =Y concave sur Je” ™Y 1] et convexe sur |1, 4o0l.
Elle admet donc un point d’inflexion en e~ (™~ et en 1.




On a la figure suivante :

(]
7
™~

@) 7
H




