Année 2011-2012
Exercice hebdomadaire n°7

Lycée Gustave Eiffel
Mathématiques PTSI 2
Rendu le 16 novembre 2011

Résolution de trois équations différentielles
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1 Enoncé

Exercice 8. Résoudre les équations différentielles suivantes :
19. ¢ =3y +2y = +1+€"
20. y" — 2y’ + 2y = ch(x) cos(z)
22. y" — 2y + 2y = (2 + 4z)e” sin(z)

2 Résolution

19. On résout ’équation :

y' =3y +2y=x+1+e" (E)
L’équation homogene associée & (E) est :
y' =3y +2y=0  (Ep)
Son polynome caractéristique est : X —3X +2 = (X —1)(X — 2). Ses racines

sont donc : 1 et 2.
La solution générale de I'équation (Ep) est :

Ae® + pe® ot (\, ) € R?

On cherche une solution particuliere de (E). Pour cela, on cherche une solution
particuliere des équations suivantes :

y' =3y +2y=2+1  (Ey)

(E2)

(a) On cherche une solution particulere de (Ej) sous la forme
ou (a,b) € R%
Ona : fl(x)=aet f'(x)=0.
Donc : f"(z) — 3f'(x) + 2f(z) = 2ax + (2b — 3a).

Y — 3y + 2y =e®
s f(z)=azx+b

20 =1

S
2b-3a=1 (%)

Ainsi, f est solution de (E) si, et seulement si : {

20.

1

@ = -
Or : (5) — , %+3a 5

T2 4 oy
Une solution particuliere de (E7) est donc : x: .

(b) On a :e® =e!” et 1 est une racine simple du polynéme caractéristique
de (Eo)
On cherche donc une solution de (Es) sous la forme : g(z) = aze® on a € R.
On a alors : ¢'(z) = a(z + 1)e” et ¢"(x) = a(x + 2)e”.
Donc : ¢"(z) — 3¢’ (z) + 29(z) = —ae”.
Ainsi, g est solution de (F») si, et seulement si : —a = 1.
Une solution particuliere de (E2) est donc : —xe”.

2z +5 -

ze®.

Par le principe de superposition, une solution particuliere de (E) est

La solution générale de (E) est donc :

2 5
e” + pe®® + v

ou (\, ) € R

On résout l'équation :
y" — 2y’ + 2y = ch(x) cos(x) (E)
L’équation homogene associée a (E) est :
y' =2/ +2y=0  (Ep)

Son polynome caractéristique est : X2 —2X +2= (X —1)2 +1

=X -14+)X-1-1).
Ses racines sont donc : 1+iet 1—1i.
La solution générale de I’équation (Ey) est :

(Acos(z) + psin(z))e” on (A, u) € R?

On cherche une solution particuliere de (E).
e’ +e” "

g 1 . .
On a :ch(z) = cos(x) = 3 (Re(e(1+l)x) + Re(e(_1+l)”’)).
On cherche donc une solution particuliere complexe des équations suivantes :
y// o 2y/ +2y = e(fl+i)x (El)
y// _ 2y/ + 2y — e(1+i)a: (E2)



(a) —1+1 n’est pas une racine de polynéme caractéristique de (Eyp). _
On cherche donc une solution de (E;) sous la forme : f(z) = ae(~1+)?

oua € C.
Ona : f'(z) =a(—1+1)e" D% ot f(z) = —2iqel 1),
Donc : f”(x) — 2f"(x) + 2f (z) = (4 — 4i)ae 17,
Ainsi, f est une solution de (F1) si, et seulement si, (4 — 4i)a = 1.
O . L _1+i
R ITE

141 .
Une solution particuliere de (Fy) est donc : %c(’lﬂ)z.

(b) 141 est une racine simple du polynome caractéristique de (Ep). _
On cherche donc une solution de (Fs) sous la forme : g(z) = aze+)?

oua € C. _ )
On aalors : g/'(z) = a((1+i)z +1)e"™7 et ¢"(z) = a(2iz + 2+ 2i)e 7.
Donc : ¢’ (z) — 2¢'(x) + 2g(z) = 2iaet 7,

Ainsi, g est une solution de (Es) si, et seulement si, 2ia = 1.
i .
Donc, une solution particuliere de (E3) est donc : —§xe(1+l)”.

Par principe de superposition, une solution particuliere de (E) est donc

1 T4+ Cigie) i 4w ) _ 1 [cos(z) —sin(z) _, sin(x)

5 <Re <8 e Re 5 %e =575 ¢ +x72
_ cos(x) —sin(z) _, sin(x)
= 16 e "+ 1 €

La solution générale de (E) est donc :

cos(z) — sin(x)
16

e 7 + (/\ cos(z) + psin(z) + :Z:Sini@) e’

ot (\, 1) € R%

22. On résout I'équation :

y" — 2y + 2y = (2 + 4z)e” sin(x)
L’équation homogene associée a (E) est :

y' =2 +2y=0  (Eo)

o)

Son polynome caractéristique est : X2 —2X +2=(X —1)2 +1

=X -141)X-1-1i).
Ses racines sont donc : 1+iet1—i.
La solution générale de I’équation (Fy) est :

(Acos(z) + psin(z))e” on (A, u) € R?

On cherche une solution particuliere de (E).

On a : (24 4z)e®sin(z) = Im((2 + 4x)e! 7).

On cherche donc une solution particuliere de 1’équation :
y// _ 2@/ + 2y = (2 + 4x)e(1+i)a: (E/)

1 +1 est une racine du polynéme caractéristique de (o). On cherche donc une

solution de (E') sous la forme : f(z) = (az® + bx)e(H"l)ac ot (a,b) € C2

Ona : f/(x) = ((1+1i)az® + (2a + (1 +1)b)x + b)e1+)= _

et : f"(z) = (2iax® + (4(1 +i)a + 2ib)z + 2a + 2(1 +i)b)e1 7,

Donc = f"(x) - 2f'(x) +2f(x) = (diaz +2a -+ 2b)el 7.
dia = 4
Ainsi, f est solution de (E’) si, et seulement si, 1@ i (S)
2a + 2ib = 2
a=—i
Or : (5) < l—a 1+i ,
b == N = " = 1 — 1
1 1

Une solution particulitre de (E') est donc : (—iz? 4 (1 — i)z)et )7,
Par conséquent, une solution particuliere de (E) est :
Im((—iz? + (1 — )2)eMH)?) = (=22 cos(x) + x(sin(z) — cos(z)))e®.

On en déduit que la solution générale de (E) est :

(A — 2% — x) cos(x) + (u + z) sin(z))e®

ot (\, ) € R%




