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Théorie des ensembles

1 Enoncé

Exercice 8. Un probléme concret

Dans une grande librairie, trois employés ont les attributions suivantes :
— Jean s’occupe des livres politiques et des romans étrangers reliés.
— Pierre s’occupe des livres politiques reliés et des romans anglais, sauf ceux qui
sont politiques.
— Henri s’occupe des livres anglais et des romans politiques non reliés.
Quels sont les livres qui sont de la compétence des trois employés ? de deux ? d’aucun ?
Mettre le probleme sous forme mathématique & ’aide d’ensemble bien choisie.

Exercice 14. Application injective

Soit f une application de F dans F'. Montrer que f est injective si et seulement si pour
toutes parties Ay et Ay de E, f(A1 N A2) = f(A1) N f(Aa).

2 Reésolution

2.1 Exercice 8

Soit L I’ensemble des livres de la librairie.
Soient les sous-ensembles de L suivants :
— R, :Tensemble des romans
— P :T’ensemble des livres politiques
— FE : T’ensemble des livres étrangers
— A :T'ensemble des livres anglais
— Ry : ensemble des livres reliés
— Ly :Tensemble des livres dont s’occupe Jean
— Lp :lensemble des livres dont s’occupe Pierre
— Ly :Vensemble des livres dont s’occupe Henri
Par hypoteses, on a :
- ACE
- L;=PU(R,NENRy)
~ Lp=(PNR)U(R,NANCLP)
- Ly ZAU(ROQPQELRZ)

1. Déterminons ’ensemble des livres dont s’occupent les trois employés.
Cette ensemble est R3 = LyNLpN Lyg.
On calcule d’abord : Ly N Lp.
Ona : LyNLp=(PU(R,NENR))N((PNR)U(R,NANCLP))

=(PNR)U(R,NENRNP)U(R,NANCLPNR)

Or :R.RNENRNPCPNR et R,OAANPNR, C PNRy.

Donc : LyNLp=(PNR)U(R,NANPNR)U(R,NANCLPNR)
=(PNR)U(R,NANR, N (PULLP))
=(PNR)U(R,NANR)

Dot : Ry=((PNR)U(R,NANR))N(AU(R,NPNELRY))

=(PNRNA)U(R,NANR)

Donc :\R?,:AmRm(PuRo)

Les livres qui sont de la compétence des trois employés sont les
livres anglais reliés qui sont politiques ou qui sont des romans.

2. Déterminons I’ensemble des livres dont s’occupent deux employés.

Ona : LyNLy=(PU(R,NENR))N(AU(R,NPNCLR))
=(PNA)U(R,NPNCLR)U(R,NANR)
et : LpNLy=((PNR)UR,NANCLP))N(AU(R,NPNCLR))
=(PNRNA)U(R,NANCLP)
On note Ry I'ensemble des livres qui sont de la compétence d’au moins deux
employés.
Ona : Ry = (LJQLP)U(LJQLH)U(LPQLH)
=(PNR)U(R,NANR)U(PNA)U(R,NPNCLR)
UPNRNAU(R,NANCLP)
=(PNR)U(R,NANR)U(PNA)U(R,NPNCLR)
U(R,NANCLP)
On note RY I'esnsemble des livres qui sont de la responsabilité d’exactement deux
employés.
On a R/Q ZRQ\R3:RQQELR3.
Or : CLRg = EL(Aﬂ RN (PU Ro))

=0,AUCL,RLU(CLPNCLR,)
Donc : Ry = ((PNR)U(R,NANR)U(PNAYU(R,NPNCLR)
U(R,NANCLP)) N (CLAUCL, R U(CLPNCLR,))
=(PNnRNCLA)U(PNANCLR)
URoNPNCLRNCLA)U(R,NPNCLRy)
=(PNRNCLA)U(PNANCLR)U(R,NPNCLRy)



D’ou : R/2 =PnN ((Rl n ELA) U (Am ELRl) U (RO QCLRI))

Les livres qui sont de la compétence de deux employés sont les
livres politiques qui sont anglais et reliés ou relié et non anglais ou
des romans non reliés.

3. Déterminons ’ensemble des livres dont s’occupent aucun employé.
On note Ry cet ensemble.
On a ZROZCL(LJULPULH).
Or : LyULpULy=PU(R,NENR)U(PNR)U(R,NANCLP)
UAU(R,NPNCLR)
=PU(R,NENR)UA
Dou : Ry=C0.PNC(R,NnENR)NCLA
= CLPﬂ (ELRO UCLEU ELRZ) OELA
= CLPﬂ (ELR(, ﬂCLAU[:LEﬁ CLAU BLRl n BLA)
= CLP N ((ELRO N CLA) U (ELEO CLA) U (CLRl N CLA))
Donc :|Rg = ELPﬁ ((ELRO N ELA) U ELEU (CLRI ﬂCLA))

Les livres qui ne sont de la responsabilité d’aucun employé sont les
livres non politiques qui ne sont pas des romans et pas anglais ou
qui ne sont pas étrangers ou qui ne sont pas reliés et pas anglais.

2.2 Exercice 14

On raisonne par double implication :

= : On suppose que f est injective.
Soient A; et Ay deux parties de E.
Montrons que f(A; N As) = f(A1) N f(Asg).
D’apres le cours, on a : f(A; N As) C f(A1) N f(A)
Montrons que f(A1) N f(A2) C f(A1 N Ag).

Soit y € f(A1) N f(A2).

Puisque y € f(A1), il existe 1 € A; tel que : y = f(z).
Puisque y € f(As), il existe 25 € Ay tel que : y = f(z).
Ainsi, on a :y = f(x1) = f(x2).

Or, f est injective.

Donc : z1 = z».

Ainsi, 1 € As et donc x1 € A1 N As.

Puisque y = f(z1), on en déduit que y € f(A; N Ay).
Dot : f(A1) N f(A2) C f(A1 N Ay).

et donc : f(Al n AQ) = f(Al) n f(Ag)

On en déduit que, si f est injective, alors pour toutes parties A; et As de E, on

a f(Al N AQ) = f(Al) N f(AQ)

On suppose que pour toutes parties A; et As de E, on a : f(A; N Ay) =
F(A1) N f(As).

Montrons que f est injective.

Soit (x1,22) € E? tel que f(x1) = f(xz).

Montrons que 1 = 5.

On pose Ay = {1} et As = {z2}.

Ona : f(Ar) = {f(z1}

et f(A2) = {f(22)} = {f(z1)} puisque f(z1) = f(z2).

Dot : f(A1) N F(A3) = {f(1)} # 0.

Or : f(A1) N f(A2) = f(A1 N Az).

Ainsi, f(A; N Ay) # 0.

Dou A1 NAy; = {1‘1} n {1’2} #* 0.

et donc : x1 = xo.

On en déduit que, si pour toutes parties A; et As de E, on a : f(A; NAy) =
f(A1) N f(A2), alors f est injective.

Ainsi, f est injective, si, et seulement si, pour toutes parties A; et
Ag de E,ona @ f(A1NAz) = f(A1) N f(As2).




