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Sommes

Feuille 9 : Exercice 3(2) - Exercice 4

1 Enoncé

Exercice 3. Applications de l’exercice 2

On se propose d’utiliser 1’exercice 2 pour calculer des sommes.

1 a b c

2. (a) Déterminer a, b et ¢ tels que : Py PR = ﬁ+n—|—1 +n—|—2'

1

(b) En déduire m

k=1

Exercice 4. Autres applications de l’exercice 2

Soit (n,p) € N%.. On note : S, = Zk’”.
k=0
. Rappeler les expressions de Sy et de S7 en fonction de n.
n(n+1)(2n + 1)
; .

—_

2. Montrer, par récurrence sur n, que : Sy =

n

3. (a) Calculer de deux manieres différentes : Z(k +1)% — k3.
k=0

(b) Retrouver Pexpression de Sy précédente.

4. En s’inspirant de la question précédente, calculer Ss.

2 Reésolution

2.1 Exercice 3 (2)

1 b
2. (a) Déterminons a, b et ¢ tels que : S ¢

an+1)(n+2)+bnn+2)+cn(n+1)
n(n+1)(n+2)
(a+b+c)n?+ (3a+2b+c)n + 2a
n(n+ 1)(n+ 2)

aJr bJrC B
n n+l n+2

Ona :

n(n+1)(n+2) 7ﬁ+n+1+n+2'

Puisque deux polyndémes sont égaux si, et seulement si, ils ont les mémes
coefficients, on en déduit que :

a+b+c=0
! =2y b +— e 3a+2b+c=0
nn+1)(n+2) n n+l n+2 “ °=
2a =1
1 1
= — a/zi
a=; 3
S \24b=0 (L) 7 b=
=-a—-b> =
C a c 2
1 1 1 1
On en déduit que : ————— = 2 — 2
nn+1)(n+2) n n+l n+2

1 1
i.e. (a,b,c) = (2,1,2)

1
£ k(k+1)(k+2)

1
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(b) Onadonc :
k

1

_ z”: 11 1
=2k 2(k+1) 20k+1) 2(k+2)

On reconnait donc une somme télescopique.

11 1 1
D’ Z_ _
ou Zkk—i—l Wk+2) 2 1 (2(n—|—1) 2(n+2))
o " 1 1 1
On en déduit 'Z;km+4xk+2)_i"un+1xn+m

2.2 Exercice 4
1. On a :S():Zk:():Zl.
k=0

k=0
IR

On reconnait une bomme de terme d’une suite arithmétique.
nn+1)
2

Donc :|S; =

n(n+1)(2n + 1)'

2. Montrons, par récurrence sur n, que : Sp = 5



Initialisation : On a : Z k2 =02 =0. Donc Z — k3 =35, +3S; + S,

k=0
000+ 1)(2x 0+ 1)
et : 6 =0. (b) Ainsi, nous avons : 395 4+ 3S; + Sy = (n + 1)*
La propriété est donc vraie pour n = 0. (n+1)3—-38; — Sy (n+1) — gnlntl) (n+1)
- nn+1)(2n+1) Donc : 53 = = :
Hérédité : Soit n € N. On suppose que : Z k% = . 3 3
=0 6 i+ DRM+1)2-3n—-2)  (n+1)(2n%+n)
n+1 - 6 - 6
On a alors : Zk2=Zk2 + (n 4 1)? n(n+1)(2n +1)
— Dou :|S; = 6
+1)2n+1
6 4. On calcule : Z(k + 1) — k* de deux fagons différentes.
~ (n+1)(n(2n+1) +6(n+1) =0
= 6 1¢r¢ méthode :
_(n+ 1)(2n2 4 Tn + 6) On reconnait une somme télescopique.
N 6 l 4
On a donc : k+1) -k +1
(n+1)(n+2)(2n +3) na don kZ:O( )=kt = (n+1)*
6 28me méthode :
1 1)+1)(2 1)+1 " " "
_ 4 D{n+ )+6 )@+ 1) +1) Ona : S (k+1)" —k = Sk + 4k + 6K + 4k + 1) — k* =3 d4k® 4+ 6k + 4k + 1
La propriété est donc héréditaire. k=0 k=0 k=0
(o nn+1)(2n+1) =455 + 652 + 451 + Sy
On en déduit que, pour tout n € N, Sy = 6 : On obtient ainsi : 453 + 65y +45; + Sy = (n + 1)*
n (n—|—1)4—652—45’1—50
. i ) 3 3 Donc : S3 =
3. (a) 1°*= méthode : On reconnait que Z(k + 1)° — k° est une somme 4
k=0 C(n+ 1D —nn+1)@2n+1)—2n(n+1) — (n+1)
. . RN 3 3 B 4
télescopique. Donc : kz_o(k: + 12—k =(n+1)% - 0% (n+ D((n+1)* —n(@n+1) - 20— 1)
n - 4
Dot :| Y (k+1) — k% = (n+1)° C(n+1)((n+1)° = (n+1)(2n+ 1))
k=0 B 4
eme 1 . ) - 3 13 _ - 3 2 13 _(”+1)2((”+1)2_(2”+1))
22me méthode : Ona : Y (k+1)°—k*=> (K +3k>+3k+1)—k = 1
k=0 k=0 2 2
n D,Ofl . S — M
=S 3k2 43k +1 1T
k=0

:3ik2+3ik+i1
k=0 k=0 k=0



