Lycée Gustave Eiffel Année 2011-2012 Ona :v2=u’+ o (uz)

Mathématiques PTSI 2 Exercice hebdomadaire n"15 o u0 5 5
Rendu le 25 janvier 2012 Ainsi 1— tan(u) =l+utu”+ w20 (u?).
X o o . 1+ tan(u) 2 2 2
Développements limités et applications Dou : ————~=(1+u+ o (u ))(1 +u4+u“+ o (u ))
Feuille 10 : Exercice 10(5) - Exercice 12 - Exercice 14(2) 1 —tan(u) u=0 0

= 1+u +u’+ o (u?)
u—0
“+u —|—u2

1 Enoncé =1+2u+2u®+ o (u?)
u—0

Exercice 10. Déterminer les développements limités d’ordre n au point a des fonctions T

f suivantes : Ainsi : |tan(z) =1+2 (x — Z) +2 (m — 2)2 + o ((x — 4)2)

™ T
5. f(x) =tan(z), a = = 2
. In(1 .
Exercice 12. FEtude de la fonction M en 0 2.2 Exercice 12
In(1 La fonction f est définie sur | — 1, 0[U]0, +o00].
On considere la fonction f définie sur R* par : f(z) = m / 2] s V] [
T T T
1. Montrer que la fonction f se prolonge par continuité en 0 en une fonction dérivable. L.Ona :In(l+z)=x— > + 3 +.9% (z%).
Préciser la position relative de la tangente et du graphe de f au voisinage de 0. In(1+ x)
r: f(o)= ———=.
2. Montrer que la fonction est alors deux fois dérivable. f(@) T )
o - 1 2
Exercice 14. Déterminer, si elle existe, une équation de l’asymptote de f(x) en +oo Drou : f(z) =1 9 + 3 + 220 (m )
ainsi que la position relative du graphe de f au voisinage de +00. 72

2. f(x) = Vat +4a3 43 Remarquons que 32 0.

On montrera qu’il existe (a,b,c) € R” tel que : Vit +42°+3 = az +b+ T + La fonction f se prolonge donc par continuité en 0 en posant
1 1
0 <> f(0) =1 en une fonction dérivable telle que f'(0) = —=.
Tr—+00 X 2 T
L’équation de la tangente de f est la droite d’équation y =1 — —.
2 Résolution Le graphe de f est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.
2.1 Exercice 10 (2) 2. Sur] —1,.0[U]O7 +oof, la fOI,lc'tIOIl f est une fraction de fonctions deux fois dérivables.
La fonction f est donc dérivable sur cet ensemble.
2. On pose :u=zx— T Ainsi, z = u + T Il nous reste & montrer que f est dérivable deux fois en 0. Puisque f est dérivable
4 4 . en 0, il nous suffit de montrer que f’ est dérivable en 0.
On a : tan(z) = tan (u + Z) _ tan(u) + tan () _ P o Tz~ In(l+2)
4 1 — tan(u) tan (T) our z # 0, on a .f(;p)f—x2
x
1+t 1 : =z(1- 2 V) =z -2 +a° 3
_ +an(u):(1+tan(u)) On a T2 z(l-—z+w +$go(x)) r—z" 4 +zgo(as)
1 — tan(u) 1 — tan(u) 22 g8 ;
1 In(1 =r— —+ —
Or : —— =1+v+v°+ o (v?). et shnl+z)=s-Z 45+ o (=)
1—w v—0 ) . T T 2 5
On pose :v:tan(u)zu—i-ugo(u). ) D’ou Im—ln(1+x):—7+?+mgo(m)



1 2z oy — 4 _ 2
fl@)=—-—+=4+ o (z). On pose : v =4u+ 3u —4u+ugo(u ).
o . " 2 On aalors :v* =16u”+ o (u?).

La fonction f’ est donc dérivable en 0 et f”(0) = 3 u—0

Ainsi :

3u?
D'ou : V144 t=14u—"— 4.
‘ La fonction f est donc dérivable deux fois sur | — 1, +00[. ‘ ot du At Su + 1; 2 + w0 (v*)
1 3
Dou : f(x)=— <1+u— % + 00(u2)>
2.3 Exercice 14(2) llt 5 “
U
2. Puisque nous étudions f au voisinage de 400, on peut supposer x > 0. ~u +1- 9 + W20 (u)
1 1
On pose u = —. On a donc : x = — et u>0. :x—}—l—i—i— o 1
x U 2  x—+oo \ I
D’ou : =yl 1 3
ou : f(z) = ut + ud + Remarquons que pour x > 0, on a : ~ % < 0.
_ 41 %/74 _1 %/74
TV s 1+du+3u® = u 1+ 4du+ 3u La fonction f admet donc une asymptote d’équation y =z + 1 en
Ona : VI+tv=(l+0v)7 : +00.
1 171 2 De plus, le graphe de f est en-dessous de son asymptote au voisi-
_ 2 (1)L 2 d .
1+4v+4<4 1>2+vgo(v) nage de 400
1 302
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