Lycée Gustave Eiffel Année 2011-2012 2 Résolution

Mathématiques PTSI 2 Exercice hebdomadaire n’16
Rendu le 1 février 2012 1. Les fonctions x et y sont des fractions de polynémes. Elles sont donc dérivables.
, _ 2
Etude d’une courbe On a : x'(t) = 20+ 1)t +2) 5 (t+1) = (t+ 1) 42_ 3)
Feuille 10 : Exercice 17 , (t+2) , , (t+2)
) (3t2 + 12t + 7)(t + 2) — (3 + 612 + Tt)
et :y'(t) = 5
. (t+2)
1 Enoncé 263+ 1202 4 24t + 14
. N t+ 2)2
Exercice 17. Etude d’une courbe 9 ( —Z )
o(t) = (t+1) L2t + 1)+ 5t 4 7)
On considere T" la courbe paramétrée par : t2+ 2 pour t # —2. (t+2)?
(t) = 46t +7) 5\2 25 5\%2 3
1. Etudier les variations de z et y sur R\ {-2}. On en déduit le tableau de variations suivant :
2. La courbe I" admet un unique point stationnaire en un parametre t = ty que 'on
précisera. ; o _3 _9 1 +00
Préciser la nature de ce point stationnaire en précisant un vecteur tangent a I' en
ce point. 2 (t) + 0 - - 0 +
3. (a) Montrer que z(t) et y(t) admettent un développement asymptotique de la 4 oo oo
a . 3 -
formet+2+b—|—c(t+2)+]H072(t+2)ou(a,b,c)eR. z(t) 700/ ~. N ~_ 0/
(b) En déduire que I' admet une asymptote en ¢ = —2 et préciser la position
relative de la courbe par rapport a son asymptote au voisinage de t = —2. y'(t) — — — — 0 +
d
4. (a) Déterminer (ay,by,ci,d1) € R? tel que : z(t) = ayt + by + %1 + ?21 + 400 400 400
| y(t) I ~
o () o0 -
t—4oo \ t2
do
. . 3 . — 2 =
(b) Déterminer (ag,bs,ca,d2) € R” tel que : y(t) = ast” + bat + ¢ + ; + Ona :z(t) o ¢ Done lin+1 2(t) = +00
1 —>+00 —>+00
(0] - . M ~ 2 1 =
I <t> On a : y(t) t—>+oot Donc tgrilooy(t) +0o0
(¢) Déterminer alors (a, b, c) € R? tel que . 1115_1 y(t) — az®(t) — bx(t) —c=0. Ona :a(t) 2o b Done E}n_loox(t) =T
— 100 . 2 . o
Ainsi, la parabole P d’équation y = ax? 4 bx 4 ¢ est une parabole-asymptote Ona :y(t) oo ¢*. Donc tgn,loo y(t) = +oo
. 1 . .
de la courbe I"en o0 ) Ona :2(t) ~ ——.Donc : lim =z(t)=-ocoet : lm z(t)=+oo.
(d) Préciser, en calculant un développement limité généralisé de y(t) — ax*(t) — to>-21+2 t—s—2" t——27F
bx(t) — ¢, la position relative de I" et de P au voisinage de +o0. Ona :y(t) ~ 2 .Donc : lim y(t)=—-occet : lim y(t) = +oo.
5. Le développement limité généralisé de y(t) — ax?(t) — bx(t) — ¢ est également to-2t+2 e b2
valable en —o0. 2. D’apres son tableau de variations, la courbe I' admet un unique point stationnaire
Préciser la position relative de I' et de P au voisinage de —oo. ent=—1.
6. Tracer la courbe T'. Onpose :u=t+1.Onadonc :t=u—1.



3.

D’ou

— 1= Y 201 _
z(t) = z(u 1)_u—|—1 =u(1 u—i—ugo(u))
:u2—u3+ o) (u3)
(u—1)((u—1)*"+6(u—1)+
y(t) = (
u+1
C (u=1)(u? +4u+2)
B u—+1
w4 3u? —2(u+1)
N u+1
=2+Bu?+u*)(1—u+ o (u))
u—0
=-2+3u”-2u*+ o (u?)
u—0

(Zg;) = (_02) +(t+1)° @) +(t+1)° (:;) + o (t+1)°).
—~ N

Va Vs

Les vecteurs V5 et V3 sont non colinéaires. Les entiers caractéristique sont p et g.

(a)

La courbe I' admet donc un point stationnaire en ¢t = —1 de tan-

. - (1 . .
gente de vecteur directeur V5 (2> De plus, le point de parametre

t = —1 est un rebroussement de premiere espece.
Onposeu=t+2. Onadonc :t=u—2
—1)2 1
Ona:x(t):%:f—Q—i-u.
1
D : t — =24 (t+2 t+2
one :|a(t) = 5~ 2+ (+2)+ o (t+2)
u—2)((u—2)*+6(u—-2)+7
onn gl = C DT = +T)
 (u=2)(u® +2u—1)
N u
_ 2
:2 5u+ugo(u)
u
:7_5+u9>0(u)
2
Donc : y(t):m_S—i_,HO, (t+2)

D’apres les limites de = et de y, la courbe I' admet une branche infinie en
—2.
De plus, on a

y(t) —2a(t) = -1 -2(t+2)+ o (t+2).

On a donc : tl_i}rrby(t) —(2z(t)—1) =0et y(t) — (2x(t) — 1) R —2(t+2).

Ainsi, la courbe I admet une asymptote d’équation y = 2x — 1.
La courbe I' est au-dessus de son asymptote au voisinage de —2~

et en dessous au voisinage de —2%.
t+1)2 t2+2t+1 1

0] cx(t) = = =
ne f() e R t+2
Or : - . et =1- .
T2 T i1+ T T4 ut 90w
D _2 btient : L _ 1 2+ !
onc, pour u = ;, on ontien . m = ? t_>3_oo ;

1

T

1 2 1
e % <t>

SN — 2 1
Don :|x(t) = t+_t2+t—>(-)i-oo(t2>
HE2+6t+7)  ttt+2)+4(+2)—1) o !
0] cy(t) = = BRI A
na :y(t) P12 t+2 T
(t+2)—2
:t2 42‘:_7
+ t+2
9 2
=t +4t—l+ﬂ
Dol : (t)*t2+4t71+g+ e
Syl = t  t—too \ t
. ~ 2
On a y(t) t—)-‘root
et tx(t) ~ t
t——+oo
On calcule : y(t) — z(t)?.
1 2 1))’
.2 -
Ona : 2°(t) = <t+ t2+t—>c—)i-oc(t2>>
ST t
- t t—>(-)i-oo t
Donc : (t)—Z‘Z(t)_4t—3+§+ 0 1
7 = t  totoo \t )
2 1
N — 2 — = — - o
Dioin = y(t) — (1) — 4 (1) 3+t+tﬁm<t)'
2 1
. — 2 — = — -
Done (1) —a*(0) - 4a() +3= 2+ _o_(})



Ainsi, poura=1,b=4etc=—3,ona : lim y(t)—az’(t) — 6. On déduit de notre étude le tracé suivant :
t— 400
bx(t) —c=0

Ainsi, la parabole P d’équation y = x? + 4x — 3 est une parabole-asymptote
de la courbe I' en +oc.

(d) Ona : y(t) — 2*(t) —do(t) +3 =S+ o (1)

2
et n > ( au voisinage de 4oc0.

-18 -16 —-14 —-12 —-10 -8

La courbe I' est donc au-dessus de P au voisinage de t = +o0. ‘

5. Puisque nous admettons que le développement limité de y(t) — ax?(t) — ba(t) — ¢

2 1
est également valable en —oco (i.e. que y(t) — 2*(t) — 4x(t) + 3 = n +,.0 (t))

et puisque n < 0 au voisinage de —oo, nous pouvons déduire les faits suivants :

La parabole P d’équation y = z? + 4z — 3 est une parabole-
asymptote de la courbe I' en —oo.
La courbe I' est en-dessous de P au voisinage de ¢t = —o0.




