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Nombre d’or
Feuille 12 : Exercice 32

1 Énoncé

Exercice 32. Nombre d’or

Soient f une fonction définie par f(x) = 1 +
1

x
et (un)n∈N une suite de nombres réels

définie par u0 ∈
[

3

2
, 2

]
et ∀n ≥ 0 un+1 = f(un).

1. Montrer que la suite (un)n∈N est bien définie pour tout n et à valeurs dans

[
3

2
, 2

]
.

2. Déterminer l’unique valeur α telle que si la suite (un)n∈N est convergente, alors
lim

n−→+∞
un = α.

3. Montrer que : ∀n ∈ N |un+1 − α| ≤
4

9
|un − α|.

4. En déduire que la suite (un)n∈N converge vers α.

2 Résolution

1. La fonction f est définie sur R∗.

La fonction x 7→ 1

x
est décroissante sur R+∗ et donc en particulier sur

[
3

2
, 2

]
.

Or : f(2) = 1 +
1

2
=

3

2
et f

(
3

2

)
= 1 +

2

3
=

5

3
≤ 2.

D’où ∀x ∈
[

3

2
, 2

]
3

2
= f(2) ≤ f(x) ≤ f

(
3

2

)
≤ 2.

Ainsi : ∀x ∈
[

3

2
, 2

]
f(x) ∈

[
3

2
, 2

]
.

L’ensemble

[
3

2
, 2

]
est f -stable.

De plus, u0 ∈
[

3

2
, 2

]
et ∀n ∈ N un+1 = f(un).

La suite (un)n∈N est donc bien définie et à valeurs dans

[
3

2
, 2

]
.

2. La fonction f est continue sur

[
3

2
, 2

]
.

Donc, si (un)n∈N converge, elle converge vers un point fixe de f dans l’intervalle[
3

2
, 2

]
.

Or : f(x) = x ⇐⇒ 1 +
1

x
= x ⇐⇒ x+ 1

x
= x ⇐⇒ x+ 1 = x2

⇐⇒ x2 − x− 1 = 0 ⇐⇒
(
x− 1

2

)2

− 5

4
= 0

⇐⇒

(
x− 1 +

√
5

2

)(
x− 1−

√
5

2

)
= 0

⇐⇒ x =
1 +
√

5

2
ou x =

1−
√

5

2

.

D’autre part, 2 <
√

5 < 3. Donc :
3

2
<

1 +
√

5

2
< 2 et :

1−
√

5

2
< 0..

Si la suite (un)n∈N converge, elle converge vers α =
1 +
√

5

2
.

3. La fonction f est une somme de fonctions dérivables. Elle est donc dérivable.

De plus, f ′(x) = − 1

x2
≤ 0.

La fonction x 7→ 1

x2
est décroissante sur R+∗ et donc f ′ est croissante.

Or : f ′
(

3

2

)
= −4

9
.

D’où : ∀x ∈
[

3

2
, 2

]
− 4

9
= f ′

(
3

2

)
≤ f ′(x) ≤ 0.

Ainsi : ∀x ∈
[

3

2
, 2

]
|f ′(x)| ≤ 4

9
.

On a : ∀n ∈ N |un+1 − α| = |f(un)− f(α)|.

Or : ∀n ∈ N un ∈
[

3

2
, 2

]
et α ∈

[
3

2
, 2

]
.

Par l’inégalité des accroissements finis, on en déduit que :

∀n ∈ N |un+1 − α| ≤
4

9
|un − α|

4. Montrons, par récurrence, que : ∀n ∈ N |un − α| ≤
(

4

9

)n

|u0 − α|.

Initialisation : On a :

(
4

9

)0

|u0 − α| = |u0 − α|.
1



La propriété est donc vraie au rang 0.
Hérédité : Soit n ∈ N.

On suppose : |un − α| ≤
(

4

9

)n

|u0 − α|.

On a : |un+1 − α| ≤
4

9
|un − α| ≤

4

9

(
4

9

)n

|u0 − α| =
(

4

9

)n+1

|u0 − α|

La propriété est donc héréditaire.

On en déduit que ∀n ∈ N 0 ≤ |un − α| ≤
(

4

9

)n

|u0 − α|.

Or : 0 <
4

9
< 1.

Donc : lim
n−→+∞

(
4

9

)n

|u0 − α| = 0.

Par le théorème des gendarmes, on en déduit que (|un − α|)n∈N converge vers 0.

Par conséquent, la suite (un)n∈N converge vers α.
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