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Enoncé

Exercice 32. Nombre d’or

1
Soient f une fonction définie par f(z) =1+ — et (un)nen une suite de nombres réels
x

3
définie par ug € {2,2] et Vn >0 upy1 = f(un).

1

2

w

3
. Montrer que la suite (u,)nen est bien définie pour tout n et & valeurs dans [2, 2} .

. Déterminer I'unique valeur « telle que si la suite (uy,)nen est convergente, alors
Iim u, = a.
n——+oo
4
. Montrer que :Vn € N |upt1 — o] < §|un —ql.

. En déduire que la suite (u,)nen converge vers .

Résolution

. La fonction f est définie sur R*.
1 3
La fonction x — — est décroissante sur R™ et donc en particulier sur > 2} .
x
1 3 3 2 5
cf2)=14+=-=—cet —|=1+-==-<2.
Or : f(2) t3 2ef(2> t3 <

Dot ¥ € [22} @< i< (g) <2
Aini~V€§2 f()e§2

si @V 5 T 52
L’ensemble B,Q} est f-stable.

De plus, ug € B,Q] et Vn € N upy1 = flun).

3
La suite (uy,)nen est donc bien définie et a valeurs dans [27 2} .

3
2. La fonction f est continue sur [2,2].

Dong, si (u,)nen converge, elle converge vers un point fixe de f dans Uintervalle

i

1 1
Or : f(z) =2 < 1+;:x = Tt

=z < z+1=22

— Por-1=0 ;13—1 2—§—O
- 5 1=

= (- 150) (155 -0
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1+v5 _1-46
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1 1—+v5
D’autre part, 2 < V5 < 3. Donc : +2 <2et : 2\[

1+5
5

< Tr=

O

=

S

N w

< <0..

Si la suite (uy)nen converge, elle converge vers o =

. La fonction f est une somme de fonctions dérivables. Elle est donc dérivable.

1
De plus, f'(z) = —— <0.
x

La fonction x +— — est décroissante sur R*™* et donc f’ est croissante.
x

Cp (324

Or f<2 =—9
3 4 3

D’ou : =2 —==f{=z)<flx)<L0.
ol VzE[Q,} 5 f<2)_f(x)_0
Ainsi :V:BGB,Q |f’(x)|§g.
Ona :VYneN |upy1 —af =|f(u,) — fa)].
Or :VYneN une[;,Q] etaeB,Q}

Par 'inégalité des accroissements finis, on en déduit que :

4
YneN  |uptr —a] < §|un —af

4 n
. Montrons, par récurrence, que : Vn € N |u, —a| < (9) |ug — a.

0
4
Initialisation : Ona : (9) luo — | = |up — af.



La propriété est donc vraie au rang 0. Or :0< 4 < 1.
Hérédité : Soit n € N. . 9 AT
4 L = ol =
On suppose : |u, —a| < <9) lug — af. Donc : nin—il-oo (9> lup — af = 0.
4 4 /4\" n+1 Par le théoréeme des gendarmes, on en déduit que (|u,, — a|)pen converge vers 0.
Ona :|u —ol < =|u, —a| < = | = uy — | = Uy — o
[n-1 = 9| " = 9 <9) o | <9> fuo ‘ Par conséquent, la suite (uy,)nen converge vers a.

La propriété est donc héréditaire.

4 n
On en déduit que Vn € N 0 < |u, — o] < (9) |ug — al.




