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Dérivation
Feuille 15 : Exercice 9, Exercice 12

1 Enoncé

Exercice 9. Etude d’une fonction de classe C*
Soit f la fonction définie sur R par :
0 siz >0
) =
/(@) {e; siz <0

1. Montrer que la fonction f est dérivable deux fois en 0.

2. Montrer que pour tout n € N*, il existe un polynéme P, tel que pour tout x < 0

P, X 1
7o) = et (o)
On précisera les valeurs de Py et P, et une relation de récurrence entre P, P et

Pot1.

3. Montrer que la fonction f est une fonction de classe C*
Exercice 12. Théoréme des accroissements finis généralisé

Soit f, g : [a,b] — R deux fonctions continues sur [a, b] et dérivable sur ]a, b].

1. Montrer que : 3c €la,b[ (f(b) — f(a))g'(c) = (g(b ) g(a))f'(c).
(

2. On suppose que f(a) = ( ) =0 et Vt €a,b] ¢'(t

&h\_/

(t)

t):l

En déduire que : lim ~—= =1€R = lim
t—sa g (t) t—a g

—~

2 Reésolution

2.1 Exercice 9

1. Ona : lim e =0 et la fonction f est nulle sur R*.
r—0~

La fonction f est donc continue en 0.
Sur R et sur R™*, la fonction est une composée de fonctions dérivables. Elle
est donc dérivable sur R*.

0 sixz >0
De plus, f'(z) = 1 )
——Zer siz <0
x
Ainsi, on a : lim+f (x) =
1
On pose X = —
i
Ona : lim — = —o0.
z—0— T
Siz <0,onaalors : f/(X)=—X2%~.
Par les croissances comparées, on a : lim —X?ZeX =0,

X——0

et donc : lim f'(x) =
z—0~
Ainsi, lim f'(z) =0
r—0
Par le principe de prolongement de la dérivée, la fonction f est donc dérivable en

0et f/(0) =

’ — (0 0 six >0
ona L@ =10 _ 1,
T ——er siz <0
x
/
Ainsi,on a : lim M =0.
z—0t , x 0
Sixz <0, on a alors : w = —X3eX.
Par les croissances comparées, on a : Xlim —X3eX = 0 et donc
—s—00
!/ !
— f(0
i L@ = FO)
z—0— x , , 0
Ainsi : lim M =0.

r—0 x

‘ La fonction f est donc dérivable deux fois en 0.

. Sur R™*, la fonction f est une composée de fonctions de classe C*°. Elle est donc

de classe C* sur R™*.
Montrer que, par récurrence, pour tout n € N*, il existe un polynéme P, tel que

pour tout x <0 :
Pr(z)

F(@) = —5=er (Mn)
T
1
Initialisation : On a déja vu que sur R™*, on a : f'(z) = — 3¢ e,
P,
En posant P, = —1, on a bien :ona : f'(z) = 1(2z)e%.

2 1 2z + 1
On a :f”(x)(xBerzl)ei( o )ei.

P 1
En posant, P, =2X +1, on a bien :ona : f’(z) = 2(2) 1

e,
xr2




Hérédité : Soit n € N. On suppose il existe un polynéme P, tel que pour tout

P,
x<0 : fM(x)= ;g:)e%.
n Pl(x) 2nP,(z) P,(x)\ 1
On a alos : fO"() <x2n T gz ) T

22 2@ (0ng 4+ 1)P, (2)
x2n+2

1
T

e:

Pn+1(x)

1
:
20+ °

= X?P/ — (2nX +1)P,, on obtient

La propriété est donc héréditaire.

(@) =

En posant P,

On en déduit que pour tout n € N*, il existe un polynéme P, tel
que pour tout x <0 :

Pn r) 1
s = Pt )
De plus : P, = =1, P, = 2z +1 et Vn € N* P, =
X2P) — (2nX +1)P,.

. La fonction f est nulle sur R™*. Elle est donc de classe C* sur R™*. Par la
question précédente, elle est donc de classe C*° sur R*. Montrons par récurrence
que la fonction f est de classe C" en 0 pour tout n € N*.
Initialisation Nous avons montré a la question 1 que la fonction f est
dérivable deux fois en 0. Elle est donc de classe C* en 0.

Hérédité : Soit n € N*. On suppose que f est de classe C"™ en 0.
La fonction f™ () est continue en 0.
Poi1(z) 2
5 — % . f(n+1) _ n+1\T =
D’autre part, sur R™*, ona : f (x) = 2D ¢

Le polynéme P,y est continue sur R. Il admet donc une limite finie en 0.
1

. 1 ex
D’autre part, en posant & nouveau X = —,ona : ——— = X2t X
T x2(n+1)

1
Or : lim — =-ooet lim X2"tHeX =0,
z—0— X X—r—o00
Dot : lim fO™(z)=0.
rz—0—

D’autre part, la fonction f est nulle sur R™*. Donc, sur RT*, f("+1)($) =0et
donc : lim f*Y(z)=0.
r—0+

[N I (n+1) _
D’ou 'xhi%f (x)=0.

2.2

. On suppose que :

Par le principe de prolongement de la dérivée appliqué & £, la fonction f™) est
de classe C! en 0 et donc f est de classe C" ™! en 0. Par le principe de récurrence,
la fonction f est de classe C" en 0 pour tout n € N*. Elle est donc C* en 0.

‘ La fonction f est de classe C* sur R. ‘

Remarque 2.1. Remarquons que Vn € N f(™(0) = 0. En particulier par le

théoréme de Taylor-Young appliqué a f, on a :VneN f(z) = % (z™).
r—r
Exercice 12
. On considere la fonction h définie sur [a,b] par : Vx € [a,b] h(xz) = (f(b) —

fla))g(x) = (9(b) - g(a))f (2).
Par combinaison linéaire de fonctions continues sur [a,
la fonction h est continue sur [a,b] et dérivable sur |a, b
Dautre part : h(a) = (f(b) = f(a))g(a) = (9(b) —g(a)) f(a) =
et = h(b) = (f(b) — f(a))g(b) — (9(b) — g(a)) f(b ) fb)g(a )
Donc : h(a) = h(b).

Par le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b tel que :
Or : () = (f(b) = f(a)g'(c) = (g(b) — g(a))f'(c).
Il existe donc bien ¢ €]a, b[ tel que : (f(b) — f(a))g’

lim ') =leR.
t—a g'(t)

b] et dérivables sur |a, b,
[

Soit ¢ €a, b].
En appliquant la question & f et g sur 'intervalle [a, t], il existe ¢; €]a, t[ tel que

(f(t) = f(a))g'(ce) = (9(t) — g(a)) [ (cr)-

t /

Puisque f(a) = g(a) = 0, on obtient : & 1) = fla) = f/(ct).

gt)  g(t)—gla)  g'(c)
Or a < ¢; < t. Donc, par le théoreme des gendarmes, on a : lim ¢ = a.

, . t—a
Or lim f():leR.
t—a g'(t)
D’ou, par composée de limites :| lim & =1
t—sa g(t)

Remarque 2.2. Cette propriété est appelée régle de L’Hépital (mathématicien
frangais du XVIIF™e siécle).



