Intégration numerique
2 Motivations

[ > f:=x->exp(-x"2);
int(f(x),x=1..1);
I1:=eval f(int(f(x),x=-1..1));

2
(=x7)
fi=x-e

erf(1) 4/
11 :=1.493648266

' Pour calculer cette intégrale, Maple utilise ladiion d'erreur. Au vu de la définition de cette
fonction, la réponse proposée n'est pas du tolicdrp

4 La méthode des rectangles

4.1 La méthode des rectangles a gauche
1.
[ > h=(b-a)/n;

h=
n

| 2. Sg(f) devient :
> Sg(g)=h*sunm(g(a[i]),i=0..n-1);

n-1
So(g) = h[Z g(ey)]

i=0

[ > a[i]=a+ti *h;

a=a+ih

> rectangl egl: =proc(f, a, b, n)
| ocal h;
h: =eval f ((b-a)/n);
h*add(eval f(f(a+i*h)),i=0..n-1);
end;

rectanglegl := proc(f, a, b, n)

local h;
h:=evalf( (b—a)/n); hCadd evalf(f(a+ilh)),i=0..n-1)
| end proc
| 5.
[ > rectangl egl(f,-1,1, 1000);
1 1;

1.493647775
1.493648266




| 6.
[ > rectangl eg2: =proc(f, a, b, n)
| ocal ML, I1;
ML: =mex(seq(eval f (abs(D(f) (a+k*(b-a)/n))), k=0..n));
| 1: =rect angl eg1(f, a, b, n);
[11-ML*(b-a)"2/(2*n), | 1+ML*(b-a) "2/ (2*n)];
end;
rectangleg? := proc(f, a, b, n)
local M1, I1;
M1 := maxseq(evalf(abgD(f) @+ kl{b-a)/n))) k=0..n));
I1:=rectangleglf a b n);
[11-1/2M10b-a)"2/n,11+1/ 2M1Ob-a)*2/ n]
| end proc
7.
[ > rectangl eg2(f,-1,1, 1000);
I 1;
[1.491932250 1.4953633P0
| 1.493648266
| Remarque : On observe que I1 est bien dans |'mitergroposé.

4.2 La méthode des rectangles a droite

1.
[ > rectangl edl: =proc(f, a, b, n)
| ocal h;
h: =eval f ((b-a)/n);
h*add(eval f (f(a+i*h)),i=1..n);
end;
rectangledl :=

proc(f, a, b, n) local h; h:=evalf( (b —a)/ n); hCadd evalf(f(a+ilh)),i=1..n) end proc
[ > rectangl ed1(f,-1, 1, 1000);
1 1;

1.493647775

L 1.493648266
| Nous retrouvons le méme résultat qu'avec la méttedeectangles a gauche car la fonction f est
| paire.
2.
> rectangl ed2: =proc(f, a, b, n)
| ocal M, I1;
ML: =max(seq(eval f (abs(D(f) (a+k*(b-a)/n))), k=0..n));
| 1: =rect angl eg1(f, a, b, n);
[11-ML*(b-a)”2/(2*n), | 1+ML*(b-a) "2/ (2*n)];
end;
rectangled2 := proc(f, a, b, n)




local M1, 11;

M1 := maxseq(evalf(abgD(f) @+ k{b-a)/n))) k=0..n));
I1:=rectangleglf a b n);
[I1-1/2M10b-a)*2/n, 11+ 1/ 2M1{(b-a)"2/ n]

| end proc

- 3.

[ > rectangl ed2(f, -1, 1, 1000);

1 1;

[1.491932250 1.4953633D0

| 1.493648266
| Remarque : On observe que I1 est bien dans |'aiterproposé.

5 La méthode des trapezes

1.
[ > trapezel: =proc(f,a, b, n);
(rectangl egl(f, a, b, n)+trectangl ed1(f,a, b, n))/2;

end;
trapezel :=
L proc(f, a, b,n) 1/ 2[rectangleglf a b n)+ 1/ 2tectangledif a b n)end proc
2.
[ > trapezel(f,-1,1,1000);
I 1;

1.493647775

| 1.493648266
| Nous retrouvons la méme approximation de 11 paaimémes raisons que précédemment.

3.
> trapeze2: =proc(f, a, b, n)
| ocal M2, 11;
M2: =max(seq(eval f (abs(D 1$2] (f) (a+i *(b-a)/n))),i=0..n));
| 1: =t rapezel(f, a, b, n);
[11-M*(b-a)”3/ 12/ n™2,1 1+M2*(b-a) "3/ 12/ n™2];
end;
trapeze? := proc(f, a, b, n)
local M2, I1;
M2 := max(seq(evalflfabgD[ 1$ 2](f) @+ id{b—-a)/n))),i=0..n));
11 :=trapezelf a b n);
[11-1/12ZM2Ob-a)*3/n"2,11+1/ 12 M2[{b-a)*3/ n"2]
| end proc
> trapeze2(f,-1,1, 1000);
I 1;

[1.493646442 1.4936491D8




I 1.493648266
| Remarque : Le résultat obtenu est le méme danmlesnéthodes (car f est paire). Cependant,
nous obtenonsun intervalle moins large par cetthoadée.

4 La méthode de Simpson
1.

| remarquons :
> (a[i]+a[i+1])/2=col lect(sinmplify((a+i*h+a+(i+1)*h)/2), h);

1.1 ( 1)
| St 8. =|i+ Jh+a
[ > sinpsonl: =proc(f,a,b,n)
| ocal h;
h: =eval f ((b-a)/n);
h/ 6*( eval f(f(a)) + 4*add(eval f(f(a+(i+1/2)*h)),i=0..n-1) +
2*add(eval f(f(a+i*h)),i=1..n-1) + evalf(f(b)) );
end;
simpsonl := proc(f, a, b, n)
local h;
h:=evalf( (b—a)/ n);
1/ 6h[{evalf(f(a)) + 4Caddevalf(f(a+ (i +1/ 2)Ch)),i=0..n-1)
+2[addevalf(f(a+ilh)),i=1..n—-1)+evalf(f(b)))
| end proc
2.
[ > sinpsonl(f,-1,1,1000);
I 1;
1.493648265

| 1.493648266
. On remarque que le résultat proposé est bien péesspque celui des procédures précédentes.
| 3.
[ > sinpson2: =proc(f, a,b,n)
| ocal M4, 11;
M4: =max(seq(eval f (abs(D 1$4] (f) (a+i *(b-a)/n))),i=0..n));
I 1: =si npsonl(f, a, b, n);
[11-M4*(b-a)~”5/(2880*n"4), | 1+M4*(b-a)~5/(2880*n"4)];
end;

simpson2 := proc(f, a, b, n)
local M4, 11;
M4 := max(seq(evalflabgD[ 1$ 4](f) @+idb-a)/n))),i=0..n));
I1:=simpson{f a b n);
[11-1/2880M4(b-a)*5/n™, 11+ 1/ 2880M4{b-a)*5/ n™]
| end proc




4.
[ > sinpson2(f,-1,1,1000);
1 1;
[1.493648265 1.4936482p5

| 1.493648266
| La précision des calculs n'est pas suffisante. Ngoienons les calculs en augmentant la précision.
> Digits: =15;

si npson2(f,-1, 1, 1000);

eval f (int(f(x),x=-1..1));

Digits:= 15
[1.49364826562474 1.49364826562500
1.49364826562486




