M atrices

Exercice 1
[ > wi th(Li near Al gebra):
L 1.
> A =<<1, 2,2>|<1,1, 2>|<1,5, 6> <1, 3, 4>>;
B:=<<1,1,1, 1> <1, 2,0, 2> <1, 1, 3, 0>>;
1 1 11
A::[2 1 5 %
2 2 6 4
1 1 1
1 2 1
B=11 0 3
L 1 2 0
2.
> Al 2, 3];
L 5
L 3.
| > C. =A. B;
B. A
4 5 5
C:=|11 10 18
14 14 22
5 4 12 8
7 5 17 11
7 7 19 1
| 5 3 11 7
4.
> A <1, 2,3, 4>;
A <1,0,0, 0>
A <0,1, 0, 0>
A <0, 0,1, 0>
A <0, 0,0, 1>;
16
31
40
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M W

5.
[ > Cl: =Transpose(A. B);
C2: =Transpose(B). Transpose(A);

4 11 14
Cl=(5 10 14
5 18 22
4 11 14
5 10 14
L |5 18 22
| Remarquons qu'il n'est pas possible de testelité&ga deux matrices de la fagon suivante :

[ > eval b(Cl=C2);

C2:=

| false

| 6.

[ > Determ nant (C);

i -8

| Le determinant est non nul. La matrice C est inb&rs
> Matrixlnverse(CO;

4 5 -5
5 9 17
4 4 8
715
L4 4 8

7.
[ > Col unmSpace( A);

1 0 0
oLl 1}, O
0 0 1
| On obtient la base canonique. X->AX est donc urpiegtion surjective.

. 8.
> Nul | Space(A);

P NSNS o

[ 9.(a)



[ > X: =Li near Sol ve( A <1, 2, 3>, free=x);

"o
1
5+X3

X:=
X3
1
_5—2X3_
[ 9.(b)
(> x0:=sol ve(X[4]=1);
subs(x[ 3] =x0, X) ;
-1
X0 :=—
o)
1
4
-1
4

L - 1 B

Exercicel

> restart;

wi t h( Li near Al gebr a):
A =<<1,-3,0,-1>|<1,1,1,0>|<0,4,1, 1> <2,0, 3, 1>>;
[4:=IdentityMatrix(4);

1 1 0 2
-3 1 4 0
A=l0 11 3
-1 0 1 1
1 0 0 0
/01 0 O
|4'_O 0 1 0
L 0 0 0 1
[ 1.(a)
[ > P:=X->Determ nant (X*14-A);
P(X);
P :=X - LinearAlgebra:-Determinant(X 14 — A)
i X —axX+4 X
[ 1.(b)
> solve(P(X), X);
0,022

Le polynbme P est appelélepolynbme caractéristiigua.
Sir_0 est une racine de P, alors A-r_0l_4 a uranaon réduit a {0}. On peut donc trouver X r

nul tel que (A-r_0l_4).X=AX-r_0X et donc A.X=r_0X




| 2.(a)

[ > BO: =Nul | Space(A);
u0: =BO[ 1] ;
Sy
-1
BO := 1
0]
R
Rt
uo = 1
L L 0.
[ 2.(b)
[ > vO0: =Li near Sol ve( A, u0, free=x);
~ ) 1
X +=
3
VO = %
X3
1
L L 3
| LinearSolve nous la forme générale de la solutioprdbléme. Nous faisons un choix arbitraire
| pourv_ O
[ > v0: =subs(x[ 3] =0, vO) ;
_ 1 -
3
1 0
VO = 0
1
L L 3
[ 3.(a)
[ > B2: =Nul | Space( A-2*14);
u2: =B2[ 1] ;
Sy
. 1
B2 := 1
0]
R
|1
uz2 = 1
L L 0.
- 3.(b)
| Ona:Av_2=u 2+2.v 2<=>AVv_2-2v_2=u_2<=>(A-2).v_2=u_2
[ > v2: =Li near Sol ve( A-2*1 4, u2, free=x);




L L 3 |
A nouveau, nous avons la forme générale de laisnlutlous faisons un choix arbitraire pour v_2.
[ > v2: =subs(x[ 3] =0, v2);

1
3
10
V2 = 0
1
L L 3
[ 4.(a)
[ > P:=<u0]| vO| u2| v2>;
Det er mi nant ( P) ;
_ L PR
1 - 1 —
3 3
| -1 0 1 0
"=l 1 0 1 o0
1 1
0 = 0 =
L 3 3
4
9

[ Le déterminant de P est non nul. Donc, C est uge.ba

4.(b)
| On applique la formule de changement de bases.
[ > B:=Matrixlnverse(P). A P,

01 00
|0 0o 0o
B = 0 0 2 1
| 0 00 2
[ 4.(c)
> seq(B*n, n=1..10);
0O 1 0 oo o oo ofloo0oo0 oloo o ofoo0o o0 o
O 0 0 0|0 OO O|0OOO OJ0OO0O O Of(0O0 0 O
0O 0 2 1|0 0 4 4|0 0 8 12'/0 0 16 32'/0 0 32 80’
0O 00 2/l0 00 4000 8/00 0 16/0 0 0 32




00 O ofoo o o0ofoo0 o ofo o o 0
00 O o000 o0 o000 o 0|0 0 O 0
0064 192°|0 0 128 4480 0 256 1024'|0 O 512 2304
0 0 64/10 0O 0 12810 0 O 2568|0 0 O 512
[0 0 o

00

00102451

0 0 0 102

- On peut constater de les coefficients (3,3) ef) @oMt €gaux a 2"n et que le coefficient (3,4) vaut
n.2"(n-1).

| Donc, si n>1, alors les autres coefficients sous tauls et donc B*n a la forme suivante :

[ > Bn: =<<0, 0, 0, 0>| <0, 0, 0, 0>| <0, 0, 2*n, 0>] <0, 0, n*2~(n-1), 2"n>>;

0 0 O 0
5 0 0 O 0
n:= -
00 2 n""
0O 0 O 2
Les cas n=0 et n=1 sont triviaux. Nous les traitenplus dorénavant.

4.(d)

On applique la formule de changement de base :
BAn=P"(-1).A"n.P

| Donc : AAn=P.B"n.P"(-1)

[ > An: =P. Bn. Matri xl nverse(P);

(n-1)

3n2 © 22 2 3nz © 3n2 = 2
2 2 2 2 2 2
gn2"” 2 2 32”7 32"
2 2 2 2 2
An =
gn2"” 2 2 32”7 32"
2 2 2 2 2
2" 2" 2"
N 0 = <&
, I 2 2 2 ]
Exercice 3

| Tentons une approche directe :
[ > sol ve( AN2+A=<<1, 1>| <1, 1>> A);
Error, (in solve) invalid argunents

. Nous introduisons les coefficients de A :
> A =<<al, a2>| <bl, b2>>;
B: =<<1, 1>| <1, 1>>;
sol ve( AM2+A=<<1, 1>| <1, 1>>,{al, a2, bl, b2});

_ljal bl
A'_[aZ bZ}



Error, (in solve) invalid argunents

i Nous stockons A"2+A dans C et nous en déduisoriseguaquations. Nous résolvons le systéeme

| associé.

[ > C =AN2+A,

Eqll:=C 1, 1] =B[ 1, 1] ;

Eql2: = 1, 2] =B[ 1, 2] ;

Eq21: = 2, 1] =B[ 2, 1] ;

Eq22: = 2, 2] =B[ 2, 2] ;

sol : =sol ve({Eqll, Eql12, Eq21, Eg22}, {al, a2, bl, b2});

{ al®+bla2+al a1b1+b1b2+b1}

a2al+b2a2+a2 bla2+b2*+h2
Eqll:=al®*+bla2+al=1
Eql2:=albl+blb2+bl=1
EgQ2l:=a2al+b2a2+a2=1
Eq22 :=bla2+hb2*+b2=1

- - -3 -1
sol :={b2=0,a2=1,a1=0,b1=1},{b2=—a2=—,al=—,bl=—},
2 2 2 2

1 1 1 1
{b2:—,a2:—’a]_=—,b125},{82:-1, b2=-1,al=-1,bl1=-1}
2 2 2

"> for k from1 to nops([sol]) do
subs(sol [ k], A);

od;
2
1 O
s oa
2 2
43
I 2 |
L
2 2
i1
L 2 2
=
L -1 -1
Exercice4

> A =BandMatrix([1,0,1,0,4a,0,1,0,1], 4, 6, out putopti ons=[ st orage=rec
tangul ar]);




a 01 0 1 0
0 a01 01
A|l 020 10
01 0ado01
1 01 0a§o0
I 01 0 1 0 al
[ > seq(map(expand, A*n), n=1..3);
20 10 1 6la+2 0o 2a+1 0 2a+1 0 |
0ao0o10 1 0 al+2 0 2a+l1 0 2a+1
1 0a 01 0|2a+1 0 a’+2 0 2a+1 O
01 0a01| 0 2a+1 O al+2 0 2a+1/
101 0a0 02412 0 2a+1 0 a2+2 0
0101 0a] g 2441 0 2a+1 0 a2+2.

a@+6a+2,0,3a8°+3+3a,0,3a°+3+3a,0]
0,a+6a+2,0,3a°+3+3a,0,3a°+3+3a
3a’+3+3a,0,a°+6a+2,0,3a°+3+3a,0
0,3a°+3+3a,0,a+6a+2,0,3a°+3+3a
3a°+3+3a,0,3a°+3+3a,0,a%+6a+2,0
. 10,3a*+3+3a,0,3a°+3+3a,0,a°+6a+2,
. On remarque que A™n est de la forme :

[ > An: =BandMatri x([b(n),0,b(n),0,c(n),0,b(n),0,b(n)], 4,6, out put opti
ons=[ st orage=r ect angul ar]);

c(n)

An:

0
b(n)
0
b(n)
0

0
c(n)
0
b(n)
0
b(n)

b(n)
0
c(n)
0
b(n)
0

0
b(n)
0
c(n)
0
b(n)

b(n)
0
b(n)
0
c(n)
0

0
b(n)
0
b(n)
0
c(n).

[ > Bn: =An. A
‘c(n)a+2b(n),0,c(n)+b(n)a+b(n),0,c(n)+b(n)a+b(n),0]
0,c(n)a+2b(n),0,c(n)+b(n)a+b(n),0,c(n)+b(n)a+b(n)
c(n)+b(n)a+b(n),0,c(n)a+2b(n),0,c(n)+b(n)a+b(n),0
0,c(n)+b(n)a+b(n),0,c(n)a+2b(n),0,c(n)+b(n)a+b(n)
c(n)+b(n)a+b(n),0,c(n)+b(n)a+b(n),0,c(n)a+2b(n),0
| 10, c(n)+b(n)a+b(n),0,c(n)+b(n)a+b(n),0,c(n)a+2b(n).
| An.A est bien de la méme forme. Par le principesdeirrence, A"n est bien de cette forme.
| On cherche des formules de récurrence pour lesssoifh) et c(n);
> Eql: =b(n+1)=Bn[ 3, 1];

Eq2: =c(n+1) =Bn[ 1, 1] ;

sol : =rsol ve({Eql, Eq2, b(0) =0, c(0)=1},{b(n),c(n)});

Eql:=b(n+1)=c(n)+b(n)a+b(n)
Eg2 :=c(n+1)=c(n)a+2b(n)

Bn =




sol :={b(n)=-

ﬁ Ainsi, on obtient :
[ > A*n=subs(sol, An);

n

(a-1)" (a+2)"

3 3

_2(a—1f+(a+2f
-3 3

a 01010
0 aoO0O101
1 0a0 1 0 _
01 0ado0 1
1 01 0ao O
01 0 1 0 al
_2 —_1\" n _q\n n _q3\n no ]
(a-1) +(a+2) 0 _(a 1) +(a+2) 0’_(a 1) +(a+2) o
3 3 3 3 3 3
2 -1\ n _1\n n _q\n n
0. (a-1) +(a+2) | ’_(a 1) +(a+2) ’_(a 1) +(a+2)
3 3 3 3 3 3
-1\ n —1\" n _q\n n
_(a 1) +(a+2) 0 2(a-1) +(a+2) 0’_(a 1) +(a+2) o
3 3 3 3 3 3
—1\" n —_1\n n _4y\n n
0’_(a 1)  (a+2) 2(a-1)" (a+2) ’_(a )" (a+2)
3 3 3 3 3 3
(a-1)" (a+2)" (a-1)" (a+2)" 2(a-1)" (a+2)"
3 3 3 3 3 3
(a-1)" (a+2)" (a-1)" (a+2)" 2(a-1)" (a+2)"
0, - + ,0,- + +
L 3 3 3 3 3 3




