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Programme de colles de la semaine n°29

1 Consignes

Nous continuons les matrices. Vous devez maitrisez le calcul matriciel : produit et calcul d’inverse en particu-
lier. Vous devez savoir calculer la matrice d’une application linéaire. En particulier, vous devez savoir faire un
changement de base.

Nous ajoutons les espacees vectoriels euclidiens. Vous devez savoir établir si une application est un produit
scalaire ou non. Vous devez connaitre la méthode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Enfin, vous devez
savoir calculer une projection ou une symétrie orthogonale.

Rappel : Vous devez étre capable de répondre a toutes questions portant sur le cours.

2 Plan du cours

Le programme de cette semaine s’ajoute a celui de la semaine précédente.
Algebre-Chapitre 12 : Espaces vectoriels euclidiens

I Produit scalaire

I-1 Définition et premiers exemples

b
(définition, produit scalaire canonique de R™, produit scalaire sur C°([a,b]) : < f,g >= / f(t)g(t) dt)
a

I-2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

(énoncé)

I-3 Norme euclidienne

I-3-a) Définition

(définition, retraduction de I'inégalité de Cauchy-Schwartz & 1’aide de la norme, vecteurs unitaires)

1-3-b) Propriétés

(identités remarquables, ||ul| =0 <= u = 0g, |[|A.u| = |A|.||u||, inégalité triangulaire)

I-3-c) Distance euclidienne

(définition, propriétés usuelles)

I-3-d) Relation avec le produit scalaire

(identités de polarisation, identité du parallélogramme)

I-4 Orthogonalité

I-4-a) Vecteurs orthogonaux

(définition, théoréme de Pythagore)

I-4-b) Familles de vecteurs

(famille orthogonale, famille orthonormale, une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre, théoréme de
Pythagore pour une famille de vecteurs)

I-4-c) Sous-espaces vectoriels

(sous-espaces vectoriels orthogonaux, orthogonal d’un sous-espace vectoriel)

IT Espaces vectoriels euclidiens

II-1 Définition

(définition d’un espace vectoriel euclidien)

II-2 Bases orthonormales

1I-2-a) Définition et premieéres propriétés

(définition, coordonnées dans une base orthonormale, expression du produit scalaire en fonction des coordonnées
dans une base orthonormale, écriture matricielle)

II-2-b) Méthode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

(théoreéme et algorithme de calcul, tout espace euclidien admet une base orthonormale)

I1-2-¢) Supplémentaire orthogonal

(E = F @ F*, théoreme de la base orthonormale incompléte, toute forme linéaire est de la forme u — (u|ug)
ol uy € E est unique)

III Projection et symétrie orthogonale

III-1 Projection orthogonale

(définition, le projeté orthogonal sur F' d’un vecteur u est la meilleure approximation de w par un vecteur de
F, expression & l'aide d’une base orthonormale de F)

IT1-2 Symétrie orthogonale

(définition, lien avec la projection, conservation de la norme, expression & I’aide d’une base orthonormale de F')



3 Démonstrations
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1. Calcul de A" pour tout n € Navec A= [0 2 1|. (Exemple III-1)
0 0 2
3
R — R N 1 1 1
2. Soit f v TTYTEN st B = [2],[1],]1
y — T+2y—=z 3 1 0
z 3z — 3y + 2z
Vérifier que B’ est une base de R? et déterminer Mg/ (f) & I’aide d’un changement de base. (Exemple TV-4)
1 1 1 1
3. Calcul derg(A) avec A= (2 1 3 4. (Exemple IV-5)
3157
a b
4. Calcul de det(A) out A = | a® . (Exemple V-1)
a3 3
b

5. Formule de Cramer pour un systéme d’ordre 2. (Théoréme VI-1)

b
6. Montrer que (.|.) définie pour tout (f,g) € (Cla,b])? ot a < b par (f,g) = / f(t)g(t) dt est un produit

scalaire sur Cla, b].

1 1 1
7. Application de la méthode de Gram-Schmidt a la famille 11,(1],(0 et en déduire ’expression
1 0 0
1 1
de la projection sur vect 11,11
1 0

4 Exercices traités en cours

Feuille n°20 : Exercice 1, Exercice 2, Exercice 4, Exercice 7, Exercice 8, Exerice 9, Exercice 12, Exercice 13,
Exercice 15
Feuille n°21 : Exercice 1 (1,2,6), Exercice 2, Exerice 7 (1,4), Exercice 12, Exercice 16



