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Développements limités

Exercice 1. Déterminer les développements limités d’ordre n au point O des fonctions
f suivantes :

1. flx)=vV1i—-z+V1i+z,n=4 9. fa)= n<x2+1) ne3
cos(x) z+1)’
2. f(z) = ,n=4 1
b 0- /@ = gy =3
3. fla)=e"V1+a,n=4 1
5. f(x)=In(5+z),n=3 12. f(z) = 1 ,n=3
6. f(z)=In(1+z+V1+2x),n=3 x21+21:+2
13. f(x) = ,n=4
7. f@) =\ 1+vVIta,n=2 cos(x)
8. f(m)zesm(r),n::)’ 14. f(l‘)z(;oj_(:w),nzll

Exercice 2. Produit et gain d’ordre
On veut calculer le développement limité de f(z) = (ch(z)—1) In(1+x) en 0 & 'ordre 5.

1. Donner des équivalents simples de ch(z) — 1 et In(1 + ) en 0.

2. Préciser a quel ordre faut-il calculer les développements limités de ch(z) — 1 et
In(1 + x) pour obtenir celui de f(z) par produit ?

3. Calculer le développement limité de f(z) demandé.

sh?(z)(v/1+22 —1) en 0 &

Exercice 3. Produit et gain d’ordre
On veut calculer le développement limité de f(x) =
I’ordre 5.

1. Donner des équivalents simples de sh(z) et /1 + 22 — 1 en 0.
2. Préciser a quel ordre faut-il calculer les développements limités de sh?(z) et
V14 22 — 1 pour obtenir celui de f(z)?
3. Calculer le développement limité de f(z) demandé.
Exercice 4. Produit et gain d’ordre
Déterminer les développements limités d’ordre n au point 0 des fonctions f suivantes :
1. f(x) =cos(z)In(l +z),n=4 3. flz) = In(1+ ) ,
v/1+ sin(z)

4. f(z)=(1—cosz)(l —ch(z),n="7

n=3
sin?(x
2. f(x)= 1+(x),n:3

Dans chacun des calculs, il est possible de faire un gain d’ordre.

Indication :

Exercice 5. Composée et gain d’ordre
On veut calculer le développement limité de f(z) = In(1 + sin?(z)) a 'ordre n = 6.

1. Donner un équivalent simple de u = sin?(x) en 0.
2. A quel ordre doit-on calculer le développement de In(1 + u) pour obtenir celui
de f(z)?
3. Calculer le développement limité de f(x) demandé.
Exercice 6. Composée et gain d’ordre
Ou veut calculer le développement limité de f(z) =
remarque que : \/cos(z) = v/1 + (cos(z) — 1).

1. Donner un équivalent simple de u = cos(z) — 1 en 0.

cos(z) & 'ordre n = 6. On

2. A quel ordre doit-on calculer le développement de v/1 + u pour obtenir celui de
fl)?
3. Calculer le développement limité de f(z) demandé.
Exercice 7. Composée et gain d’ordre
On veut calculer le développement limité de f(x) = ch(sin(z)) a l'ordre 6.

1. Quel est le premier terme non nul et non constant des développements limités
de ch(z) en 07

2. A quel ordre faut-il alors calculer le développement limité de sin(x) pour obtenir
celui de f(x)?
3. Calculer le développement limité de f(x) demandé.
Exercice 8. Composée et gain d’ordre
Déterminer les développements limités d’ordre n au point 0 des fonctions f suivantes :
1. f(z) =1In(cos(x)), n =4 3. fle)=14+2)*,n=6
2. f(z) =In(1+ cos(z), n =4 4. f(z) = cos(x)*™®) n =6

Indication : Dans chacun des calculs, il est possible de faire un gain d’ordre.

Exercice 9. Intégration
On se propose de calculer le développement limité de tan(x) a ordre 7.
1. Déterminer le développement limité de tan(z) & ’ordre par le calcul du quotient
de sin(x) par cos(z).
2. Rappeler I'expression de tan’(z) en fonction de tan(z).

3. En déduire un développement limité de tan’(z) en 0 & I’ordre 6.



4. En intégrant ce développement limité, en déduire le développement limité de
tan(z) en 0 & ordre 7.

Exercice 10. Déterminer les développements limités d’ordre n au point a des fonc-
tions f suivantes :

1. fl(z)=¢€",a=2,n=3 4. f(x)=Vr,a=2,n=3

2. f(z) =In(z),a=3,n=3 5. f(z) = tan(z), a = %,nzZ
T
3. f(m):cos(x),azg,n:ZL 6. f(z)=In(vz),a=1,n=3
Exercice 11. Etude de la fonction sin(z) en 0
T

- 1s . o sin(x

On consideére la fonction f définie sur R* par : f(z) = ( )

1. Montrer que la fonction f se prolonge par continuité en 0 en une fonction déri-
vable.
Préciser la position relative de la tangente et du graphe de f au voisinage de 0.

2. Montrer que la fonction est alors deux fois dérivable.

B In(1
Exercice 12. Etude de la fonction M en 0
. . . In(1 +
On consideére la fonction f définie sur R* par : f(z) = u
x
1. Montrer que la fonction f se prolonge par continuité en 0 en une fonction déri-

vable.
Préciser la position relative de la tangente et du graphe de f au voisinage de 0.

2. Montrer que la fonction est alors deux fois dérivable.

. 1 1
Exercice 13. Ftude de la fonction ——— — — en 0
sin(z) =z 1 1
On considére la fonction f définie sur R* par : f(z) = — - —.
sin(z) x

Montrer que la fonction f se prolonge par continuité en 0 en une fonction dérivable.
Préciser la position relative de la tangente et du graphe de f au voisinage de 0.

Exercice 14. Déterminer, si elle existe, une équation de l'asymptote de f(x) en +oo

ainsi que la position relative du gmphe de f au voisinage de +o0.
1. f(z)=Va*+4a3+3—2

On montrera qu’il existe (a,b,c,d) € R* tel que : Vot + 423 + 3 = ax® + bx +
d 1
c+—+ o <)
xT r—+o00 \ T
2. f(z) = Vat + 423 +3

On montrera qu’il existe (a,b,c) € R tel que : Va* + 423 4+ 3 = az + b+ ¢ +
x

(6] - .
r—+o0 X

| f<x>=<:c—2>exp<””“)

z—1
d
On montrera qu’il existe (a,b,c,d) € R* tel que : f(z) = azx + b+ € + =+
x T

1
zaqroo z2 )’

. f(z) = (z + 1) arctan(z)

Tr—r+00 X

1
On montrera qu’il existe (a,b,c) € R3 tel que : f(z) = ax+ b+ ¢ + o <)
x

1
Indication : Que vaut arctan(z) + arctan <> lorsque 2 > 07
x

_ f(x)x2+1ln(2x+l>

rz+1 rz+1

1
On montrera qu’il existe (a,b,c) € R3 tel que : f(z) = ax +b+ ‘y oo ()
x

r—+o0 X

1+z
@)= —F5
exp (3)
1
On montrera qu’il existe (a,b,c) € R? tel que : f(z) = az +b+ T ()
T  r—=4oo \ X

1 .
. f(z) = 2°In <cos <>) On montrera qu'il existe (a,b,c) € R? tel que :

N3
f(x):aac—&—b—i—g—&— ) 1

r—+o0 X

. f(@)=2%In <1+1n (1+;)>

Tr—+00

1
On montrera qu’il existe (a,b,c) € R3 tel que : f(z) = ax+ b+ ¢ + o <)
x

14z

f@) =z —In(x)

In?(z)

On montrera qu'il existe (a,b,c) € R? tel que : f(z) = ax + bln(z) + ¢
x

o (M),

+




Exercice 15. Déterminer la nature des points de paramétre O des courbes de paramé-
trages (x(t),y(t)) dans les cas suivants :

. { T 1 o) oty = — L Lo (1)

d
b) Déterminer (aso,bs,co,ds) € R3 tel que : y(t) = aost? + bot + co + =2 +
t

) 5 3 —4t+3 A
. . . 3 : _ a2 _ =
) 2(t) = cos™ (1) y(t) = In (1 L2 3t3> (c) Déterminer alors (a,b,c) € R tel que tgrﬂoo y(t) —ax”(t) — bx(t) — c = 0.
’ y(t) = sln?’(t) _ Ainsi, la parabole P d’équation y = ax? 4 bx + ¢ est un parabole-asymptote
) z(t) = tal}(t) — sin(?) de la courbe I' en +o0.
z(t) = sin(¢ 6.
3. ®) ( )1 y(t) = cos (1) (d) Préciser, en calculant un développement limité généralisé de y(t) — ax(t) —
y(t) =t + 1 bz (t) — ¢, la position relative de I' et de P au voisinage de +oc.
z(t) =t —th(t
2(t) = t(exp(t) — 1) 7 ®) 1 ®) 5. Le développement limité généralisé de y(t) — ax(t) — bx(t) — c est également va-
. ’ t) = _
+ {50 St = a5 hble en o
] réciser la position relative de I" et de P au voisinage de —oo.
Exercice 16. FEtude d’une courbe
. 2(t) = sin(3t) + 3sin(t) 6. Tracer la courbe T'.
On consideére T" la courbe paramétrée par : .
y(t) = sin(t) + cos(t) Exercice 18. Développement limité de la réciproque d’une fonction
1. Montrer que I’on peut réduire 1’étude de T" & [0, 7]. On considére la fonction f définie par :
2. Etudier les variations de et y sur [0, 7]. )
x —
3. La courbe I admet un unique point stationnaire en un paramétre t = tg que ’on f(z) = © 1 siz#0
précisera. o 0 =0
Préciser la nature de ce point stationnaire en précisant un vecteur tangent a I’ ST =
en ce point. . . . . 4 :
, . 1. Etudier le signe de la fonction g définie sur R™ par g(¢) = (2¢ — 1)e’ + 1.
4. Représenter graphiquement la courbe T'.
. 5 , 2. (a) Montrer que la fonction f est dérivable sur R et impaire.
Exercice 17. Etude d’une courbe (t+1)2 Préciser la valeur de f’(z) pour tout réel .
z(t) = .
On considére I la courbe paramétrée par : 52 pour t # —2. (b) Dres\ser le tak?leau de variations de f .
y(t) = tt*+6xt+7) Aprés les avoir calculer, on y précisera les limites de f.
. ) t+2 (¢) En déduire que f est une bijection entre deux ensembles que ’on précisera.
1. Etudier les variations de z et y sur [0, 7]. L
. . . . . , 3. Calculer le développement limité de f en 0 a ’ordre 5.
2. La courbe I" admet un unique point stationnaire en un paramétre t = tg que ’on
précisera. 4. On admet que f~! la réciproque de f admet un développement limité en 0 de la
Préciser la nature de ce point stationnaire en précisant un vecteur tangent a I’ forme :
en ce point.
—1/,N _ 2 .3 4 5 5
3. (a) Montrer que z(t) et y(t) admettent un développement asymptotique de la F7 @) = a0+ a1z + asa” + a3z” + as2” + a52” + x&o(x )
forme +b4ct+2)+ o (t+2)oi (a,b,c) € R ) o )
t+2 t—2 (a) Montrer que f~* est une fonction impaire.
(b) En déduire que I admet une asymptote en ¢t = —2 et préciser la position Que peut-on en déduire sur son développement limité ?
relative de la courbe par rapport & son asymptote au voisinage de ¢t = —2.

(b) Calculer de deux maniéres distinctes le développement limité de f(f~*(z)).

. - c 1
4. (a) Déterminer (a1,b1,c1) € R® tel que : z(t) = art + by + 71 + R (t) (c) En déduire le développement limité de f.



