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Suites de nombres réels

Exercice 1. Quelques inégalités

Soient a et b deux réels. Montrer les inégalités suivantes :

a+b\> a® + b?
2. ab<
1. ab§< 5 > ab < >

3. si a et b sont positifs, Va + b < va+ Vb

Exercice 2. Un encadrement de n!
Soit n € N*.

1. Montrer que (n!)? = H k(n—k+1).
k=1

2. (a) Encadrer, aussi finement que possible, k(n — k + 1) lorsque k € [1,n].

n ]. "
(b) En déduire : n2 <n! < <n—2|— ) .

Exercice 3. Encore des inégalités

Soient (an)nen+ une suite de nombres réels positifs et (b,,),en+ une suite de nombres
réels supérieurs ou égaux a 1.

n

1. Montrer que : ¥n € N* H(l +ag)>1+ Zak.
k=1 k=1

n n
2. En déduire que : Vn € N* n + ku > 1—|—Zbk.
k=1 k=1
Exercice 4. Valeurs absolues, maximum et minimum
Soient a et b deux réels. Montrer les formules suivantes :

a+b+1[b—al
2

a+b—1|b—al

b =
max(a, b) 5

min(a, b) =

Exercice 5. Fausses propriétés de E

Soient a et b deux réels. A aide de contre-exemples, montrer que les égalités suivantes
sont fausses en générale :

2. E(a+b) = E(a) +E(b) 3. E(ab) = E(a)E(b)

Exercice 6. Vraies propriétés de E

Soient a et b deux réels et n un entier relatif. Démontrer les résultats suivants :
l.a—1<n<a = E(a)=n
2. a<b = E(a) <E(@)
3. E(a) +E() <E(a+0b) <E(a) +E(b) +1

Exercice 7. Déterminer la valeur de E(x) + E(—x) pour z € R.
Exercice 8. Une équation

Résoudre dans R ’équation : E(2x + 1) = E(3z + 1).

Exercice 9. Une éqgalité
n—1
Pour z réel et n entier naturel non nul, montrer que Z E(z + —) = E(nx).
n
k=0

Exercice 10. Intervalle

Soit I un sous-ensemble non vide de R. Montrer quesiVx € IVy e Ry >z — y € I,
alors I est de la forme [a, +00], |a, +00] ou R avec a un réel.

Exercice 11. Majorant, minorant : quantificateurs et exemples

1. Soient A C R, m € R et M € R. Traduire & I’aide de quantificateur (V et 3) les
affirmations suivantes :

5 est un majorant de A. (e) A est minoré.

m est un minorant de A.
(f) A est borné.

(g) A n’est pas minoré.

2. Donner un sous-ensemble de R,
(a) qui ne posséde pas de borne inférieure.
(b) qui posséde une borne inférieure mais pas un minimum.

(¢) qui posséde un minimum.



Exercice 12. Borne sup, borne inf, max, min... 4. Si A C R et A est majorée, montrer que A~! est minorée et que inf(A~!) =

Soient a et b deux réels. Déterminer, s’ils existent, la borne inférieure, supérieure, le ! .
plus petit ou le plus grand élément de : sup(4)
. Exercice 16. Approximation décimale par défaut
x
- * E(10™
L {n/n eN } 6. {x ¥ 1/33 €0, 1]} Soit € R. On considére la suite (uy,)nen définie par u, = %
9 { n In € N*} 7 {sin(:c) i \/gcos(x)/z c R} 1. Montrer que (u,)nen converge et déterminer sa limite.
" +i 2. En déduire que D ’ensemble des nombres décimaux est dense dans R.
. 8. {sin(x) + 3cos(z)/x € R}
3. {1 - E/” €N } 1 Exercice 17. Encore une suite avec des parties entiéres
n—— x4 +1 Soit 2 un nombre réel. Pour n entier naturel non nul on pose u, = — ZE(kx)
4 ?/HGN* 10 [O 1]0(@ . . .. " k=0
n+ = C Démontrer que la suite (uy)nen est convergente et préciser sa limite
n 11. 10,1[NQ . . L S
5 {a n é/n c N*} , Exercice 18. Monotonie et application linéaire
n 12. {z € Q/2” <2} Soit f : R — R une fonction telle que :
Exercice 13. Racine carrée, partie entiére, borne sup... V(z,y) € R2 Fle+y) = f@)+ fy)

Soit A = {Vk — E(Vk)/k € N}.

1. Déterminer le plus petit élément de A. 1. Question préliminaire :

Soit x € R.
2. Déterminer un majorant de A. En utilisant la densité de Q dans R, montrer qu’il existe deux suites de ration-
1 .
3. Soit n € N. On pose : z,, = n® + 2n. Montrer que /z,, — E(\/Z,,) > 1 — —. nelles (an)en et (Bn)nen telles que :
n (a) VneN a,<z<g,
4. Que peut-on en conclure ? ) )
®) L o=, g fr=2

Exercice 14. Bornes supérieure et inférieure versus opérations ensemblistes .
2. Montrer successivement, :

(a) Ve e RVneN f(nz) =nf(z)
(b) Ve e RVneZ f(nz)=nf(x)
(c) VgeQ flg) =qf(1)
3. On suppose, de plus, que la fonction f est croissante.
En utilisant la question 1, montrer que : Vo € R f(z) =z f(1).

Soient A et B deux sous-ensembles bornés et non vides de R.
1. Déterminer sup(A U B) en fonction de sup(A) et sup(B).
2. Déterminer inf(A U B) en fonction de inf(A) et inf(B).

3. On suppose AN B non vide.
Montrer que max(inf(A4),inf(B)) < inf(A N B) < sup(4 N B) <
min(sup(A), sup(B)).
Donner un exemple ou il n’y a pas égalité. Exercice 19. Suites dans [0, 1]

Soient (U, )nen €t (Vn)nen deux suites a valeurs dans [0, 1] telles que la suite (un vy )nen

. . . . converge vers 1.
Soient A et B deux parties non vides et majorées de R. On note : A+ B = {a+b/ Montrer que les suites (tn)nen €t (Vn)nen convergent vers 1.

ac€Aetbe B}, —A={-afac A} et A ={a""/a € A}.
1. Montrer que si A C B et B est majorée, alors A est majorée et sup(A4) < sup(B).
2. Montrer que sup(A + B) = sup(A4) + sup(B).

3. Montrer que si A est majorée, alors —A est minorée et inf(—A) = —sup(A4).

Exercice 15. Borne sup, borne inf et opérations

Exercice 20. Suites arithmético-géométriques
1. Etudier la suite définie par : ug =1 et Vn € N up 1 = 2u, + 3.
2. Etudier la suite définie par : ug =1 et Vn € N u,41 + up, = 4.



Exercice 21. Suite arithmético-géoméltrique (cas général)
Soit (a,b) € R? tel que a # 1. On étudie la suite (u,)ney définie par ug € R et
Up4+1 = AUy + b,

1. On suppose, pour cette question, que (uy),en converge. Déterminer la limite !

de (un)nGN-
Soit (vy,)nen définie par v, = u, — L.

2. Trouver une relation de récurrence entre v, 1 et v,.
3. En déduire une expression de v,, puis de u,, en fonction de n.

4. Discuter de la convergence de (uy)nen-

Exercice 22. Suites récurrentes d’ordre 2

Déterminer le terme général de la suite (uy,)nen définie par :

1. up =2, u; = 3, et pour tout entier n > 0 : Up42 = JUp4+1 — 2Uy.
2. up =1, u; =0, et pour tout entier n > 0 : up42 = 4dup41 — 4uy,.
3. ug =1, up = 3 et pour tout entier n > 0 : Upto = 2Up+1 — 2Up.
1 1 1
4. ug =1, u; = 1, et pour tout entier n > 0 : = -
Un4-2 Un+1 Unp
. ud
5. ug > 0, u; > 0, et pour tout entier n > 0 : up42 = 5
un

Exercice 23. Suites extraites

Soit (un)nen une suite de nombres réels.
Montrer que, si (uon)nen, (Uan+1)nen €t (Usn)nen sont convergentes, alors (u,) est
convergente.

Exercice 24. Suites extraites et monotonie

Soit (un )nen une suite croissante de nombres réels possédant une suite extraite conver-
gente.
Démontrer que la suite (u,)nen est elle méme convergente.

Exercice 25. Suites périodiques

Soit (un)nen une suite de nombres réels.

On dit que la suite (up)nen est périodique si Ip € N*Vn € N w4, = u,. Le nombre
p est alors appelé période de la suite (up,)nen.

Montrer que si la suite (uy,)nen est périodique et convergente, alors elle est constante.

Exercice 26. Séries alternées

Soient (un)nen une suite de nombres réels positifs qui décroit et converge vers 0 et
n

(Sn)nen la suite définie par S,, = Z(_l)iui-
=0

1. Montrer que les suites (Say,)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes.

2. En déduire que la suite (S, )nen est convergente.

Exercice 27. Série harmonique
n

1
Pour tout entier naturel non nul n on pose u,, = Z T
k=1
1. La suite (uy)nen+ est-elle monotone ?
1
2. Vérifier que pour tout entier naturel non nul n on a ug, — U, > 3
3. Que peut-on en déduire pour la convergence de la suite (u,)nen 7 Quelle est sa
limite ?
4. Pour tout entier naturel non nul n on pose v, = u, — In(n).

1 1
(a) Démontrer que i <Iln(n+1)—In(n) < e

(b) En déduire que la suite (v,)nen €st monotone et convergente.
Sa limite (que 'on ne cherchera pas & calculer) est notée ~ et est appelée
constante d’Euler (v = 0,577216 ).

(c) Quel développement asymptotique obtient-on pour la suite (uy,)nens ?

Exercice 28. Irrationalité de e
n

Soient .,

= — et v, =u, + —.
7! n!
i=0
1. Etudier la monotonie des suites (uy,)nen et (Vn)nen.
2. Montrer que les suites (u,)nen €t (Vn)nen convergent vers une méme limite.

3. On note e leur limite.
anp +1

n!

. . . . a
Montrer qu’il existe une suite (a,)nen d’entiers tels que —7: <e<
n.

4. En déduire que leur limite e est irrationnel.

Exercice 29. Ftude d’une suite définie par une somme
n

1
On considére la suite définie par : w,, =
par : wy, kz_l —
1. Montrer que la suite (w,)nen+ est convergente.

2. (a) Exprimer w, en fonction de la suite (u,) de I'exercice 27.

(b) En déduire la limite de la suite (wy,)nen.

Exercice 30. Série de Riemann
1

n
Pour tout n € N*, on note : u, = Z 2R
k=1

5 1. Etudier la monotonie de la suite (uy,)nen--



- 1 Exercice 34. Etude d’ ite défini 7
2. On considére la suite (,)nss définie par : v, = 1+ Z - xercice ude d’une suite définie par récurrence
e k(k—1) 1. On étudie la fonction f telle que f(z) =0si z =0et f(z) =

(a) Montrer que la suite (v, ),>2 converge et déterminer sa limite.

Y sinon
In(x) '
(a) Obtenir ’ensemble de définition D de f.

b) Comparer u, et v, pour n > 2.
(b) P " P N (b) Justifier que f est de classe C* sur [0;1] .

(c¢) En déduire que la suite (uy)nen converge. On donnera un encadrement de o )
(c) Dresser le tableau de variations de f. On y fera apparaitre les différentes

sa limite. -
. ) ) ) limites et la valeur de f(e) .
Exercice 31. Suites définies par des produits ) . Un
n 1 2. On étudie la suite v telle que vg =3 et Vn € N, v, = OnE
On considére les suites (uy,)nen+ et (vn)nen+ définies par u, = H <1 + 2) n(vn)
pie k (a) Montrer que Vn € N, v, >e.
et par v, = u (1 n 1) (b) Justifier que la suite v converge et déterminer sa limite.
n — n .
n 1
A . . ¢) Montrer que Vz >e 0< f'(z) < =
1. Etudier la monotonie des suites (u,)nens €t (Vn)nen:- (c) d - S < 4
2. Comparer les suites (u,)nens €t (Vn)nen-- (d) Enoncer I'inégalité des accroissements finis.
3. Montrer que les suites (u,)nen+ €t (v, )nen+ convergent. (e) Montrer que Vn € N, |v, — ¢| < -
Exercice 32. Nombre d’or 5 . . . N .
] ) ] 1 . (f) Sachant que 4° > 1000, déterminer un entier n; a partir duquel v,, est une
Soient f une fonction définie par f(z) =1+ - et (un)nen une suite de nombres réels valeur approchée de e a 10712 pres.
définie par ug € B, 2] et Vn >0 upt1 = f(un). Exercice 35. Etude d’une autre suite définie par récurrence
On définit une suite réelle (un)n>0 par : ug = 0 et, pour n > 1 : up = /N + Up_1.
1. Montrer que la suite (u, )nen est bien définie pour tout n et a valeurs dans {2, 2} . 1. Montrer que pour tout entier n, u, > v/n.
2. Déterminer I'unique valeur « telle que si la suite (u,)nen est convergente, alors 2. (a) Montrer que : Vz € Ry, vz < 1(1 + ).
lim wu, = a. 2 U U
nehee 4 (b) En déduire que pour tout entier n, u,, < n—l—Z—g puis que la suite ( ngl)
n >1
3. Montrer que : Vn € N |up41 —af < §|un —al. converge vers 0. "
. . Up—
4. En déduire que la suite (un)nen converge vers a. (c) Montrer que la suite ( L 1) converge vers 0, puis en remarquant que,
. 3 e - -, n =
Exercice 33. Une suite définie par récurrence n>; Y
On considére la suite (u,)nen définie par : ug = 1 et ¥n € N u,y1 = f(uy,) avec pour tout entier n non nul, 1 < \/—% < 4/1+ ==, en déduire un équivalent
3xr+5
f(x)::ji? de u,, en 4oo.
x

3. On pose w,, = u, — v/n. A l'aide d’un développement limité en 0 de v/1 + z,

1. Montrer que la suite (u,)nen est bien définie. : eve !
montrer que la suite (wy,),>0 admet une limite L que l’on précisera.

2. Montrer que 'équation f(x) = x posséde exactement deux solutions, que I'on

notera a et b avec a < b. 4. Calculer : lim (v/n —+/n — 1) puis ngrfoo(un — Up—1)-

n—-+o0o

3. Montrer que u,, est toujours différent de a. Justifier alors qu’il existe un entier naturel Ny tel que pour tout entier n, si n >
Up — b No

4. Montrer que la suite (v, ),en définie par v, = — est une suite géométrique. ’
Up — @ alors u, > u,_1 — =.

2
Montrer que uy,4+1 — uy, est du signe de 1+ u,, — u,—1, puis que la suite (u,) est

croissante a partir d’un certain rang.

5. En déduire v,, en fonction de n, puis u, en fonction de n. La suite (u,) est-elle
convergente 7



5. Ecrire en langage Maple une fonction récursive ayant pour nom Suite qui calcule 1. Prouver que f et g sont C sur R™ et que pour tout t € R, tf'(t) = g(t).

le terme d’indice n de la suite lorsque ug = 1. 2. Montrer que g est prolongeable par continuité en 0 et que le prolongement (encore
Exercice 36. Etude d’une suite noté g) est dérivable en 0.
. . . + .
Soit (uy )pen une suite définie par w1 = /u% + 1 avec uo un réel positif quelconque. 3. Faire un tableau de variations de g sur R™, en faire un graphe sachant que

1 N _9 N
~ 1 .
1. Montrer que la suite (u,)nen diverge vers +oo. ¢ 0,36 & 1077 pres

2. Déterminer une expression de u,, en fonction de n. 4. Soit n > 3 un entier naturel. On introduit I’équation (E,,) : f(t) = —, d’inconnue
n
3. En déduire un équivalent simple de u,,. t e R,

(a) En utilisant la question 3, montrer que (E,) a une unique solution dans

Exercice 37. Equivalent d’une somme ) o . . ,
10, 1], que l'on notera «,,. On montrerait identiquement (mais ce n’est pas

n n
1. Montrer que les suites (Z % _ 2\/ﬁ> ot (Z 1 2m> sont a faire) que (E,) admet une unique solution dans ]1,+oo], que ’on notera
. k=1 k neN* k=1 k neN* Bn-

adjacentes. (b) Montrer que les suites (v, )n>3 €t (8n)n>3 sont monotones.

n . . . . .
1 c) Est-il possible que I'une des deux suites converge vers une limite réelle l > 07

2. En déduire la limite et un équivalent simple de la suite Z — . (c) ’p . dane * Veree v
VE En déduire leurs limites.
k=1 neN*

Exercice 40. Ftude d’une somme définie par une somme

n
, . s, . . +k
On étudie I’ t te : : ; Af Ca n
n etudie ['équation suivante Soit (uy)nen la suite définie par : u, = E SUN

k=1
(E) tan(z) =2 1. Montrer que (u,)nen converge. On note [ sa limite.

Exercice 38. Etude d’une suite

1. Soit n € Z. Montrer que 1’équation (E) admet une unique solution x,, dans 5. Montrer quil existe o € R tel que : u, = I 1 oL, (1>
n n

. I ™
lintervalle | — 0 + n, 5 + nnl.
2. Montrer que : &, ~s NT. Exercice 41. Une suite définie par une intégrale
1 1 —nz
3. Montrer que : Vo > 0 arctan(x) 4 arctan () = g On considére la suite (uy,)nen définie par u,, = / ﬁixdm‘.
x 0 e~
4. Calculer arctan(zy,). 1. Calculer uy.
5. En déduire un développement asymptotique de z,, de la forme : x,, = nm + a + 2. Calculer ug + u1. En déduire u;.
b +o (1) 3. Montrer que la suite (uy)nen est décroissante. En déduire que la suite (u,)
n n converge.
6. De méme, en déduire un développement asymptotique de z,, de la forme : 4. (a) Pour n > 2, calculer un + tn_1.
o =t adt b N % N % ‘o (13) (b) En déduire la limite de la suite (up)nen-
n.n n n 5. On suppose toujours n > 2.
n
Exercice 39. Deuz suites définies de maniére implicite (a) Calculer Z(_l)k(uk + ug_1) en fonction de uy, u, et n.
Pour tout ¢t € RT*, on définit : k=2
n k —k+1
1 () P . (—1)*(1—e )
f(t) = exp <t) et g(t) = =~ (b) En déduire nin-ll-ooz_: k1 '



