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Algébre linéaire : Espaces vectoriels

Dans toute la suite, K désigne R ou C.
Exercice 1. Sous-espaces vectoriels de R™

Pour chacun des ensembles suivants, préciser si ce sont des sous-espaces vectoriels
de R™. Le cas échéant, donner une famille génératrice simple.
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Exercice 2. Etude de deuz sous-espaces vectoriels de R®
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Soient E = y| €R®/x+2y+32=0, et F=vect 21,12
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1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R? et préciser une famille généra-
trice de F.

2. Pourquoi E N F est-il un sous-espace vectoriel de R? ?
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3. Déterminer (a,b,c) € R? tel que F =

4. En déduire une famille génératrice de £F N F.

Exercice 3. Etude de deuz sous-espaces vectoriels de R*
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1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R? et préciser une famille généra-
trice de E.

2. Pourquoi E N F est-il un sous-espace vectoriel de R*?



3. Déterminer (ai,b1,c1,d1) € R* et (az, ba, c2,ds) € R*  tel

que F = €R® /a1 + by +c1z +dit =0 et apx + byy + coz +dat =0
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4. En déduire une famille génératrice de £ N F.

Exercice 4. Etude de deuz sous-espaces vectoriels de R*
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1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R? et préciser une famille généra-
trice de F.

2. Pourquoi E N F est-il un sous-espace vectoriel de R*?

3. Déterminer (al, by, c1, dl) S R* et (CLQ, b, co, dg) S R*  tel

que F' = ER?’/alw—i—bly—i—clz—i—dlt:Oet asx + boy + coz + dot =0
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4. En déduire que ENF = {Og4}.
Exercice 5. Polynémes

Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels 7 Pour chaque espace vectoriel
rencontré, donner une famille génératrice simple.

1. E={PcRy[X]/XP —~P=0} 4 H={PecR[X]/ deg(P)=3}
2. F={P cRs[X] / P(0) =1}
3. G ={P eRyX]/ P'(0) =0} 5. I ={P € Ro[X] / P(1) +3P(2) = 0}

6. J={PeRs[X]/ P(~1) = P'(~1) = 0}

Exercice 6. Fonctions

Soit a € R. Préciser si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de F(R)
1 .
. E={feC(R) / fOdt=ay  FH=UEFR)/ dim f(t)=a}
0

2. F, ’ensemble des fonctions paires 5. I={feC*R)/ f"—f=0}

3. G, l'ensemble des fonctions pério-

diques f(t) = ae' +bsin(t)+carctan(t)+a}

Exercice 7. Solutions paires d’une équation différentielle
Soit E = {f € C*(R) / "+ f =0} et P des fonctions paires de F(R).

1. Montrer que E et P sont deux sous-espaces vectoriels de F(R).

2. Rappeler pourquoi F' = E'N P est un sous-espace vectoriel .
3. Montrer que F' est engendré par un vecteur que ’on déterminera.

Exercice 8. Sous-espaces vectoriels de suites

Soit F = {u € RN /Vn €N upio = Upy1 + 2up,}
et G={ucRY /¥neNu,o=>5up 1 — 6uy}.

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels engendrés par deux vecteurs.
2. Montrer que F N G est engendré par un vecteur.
Exercice 9. Sous-espace vectoriel engendré

Montrer que, dans R®, on a les relations suivantes :
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Exercice 10. Fonctions trigonométriques

On définit la fonction d par : Vo € R d(x) = cos(2x). Puis on définit le sous-espace

9 vectoriel F' de F(R) par F = vect(1,d). Démontrer que F = vect(sin?, cos?).

6. J={f € FR)/Ia,bc)cR®VtcR



Exercice 11. Somme de sous-espaces vectoriels
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Soit E =

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R®. Préciser une famille génératrice
de F.

2. Déterminer £ N F.

3. Montrer de deux facons différentes que : R® = E + F.
Indication : La premiére facon utilisera la famille génératrice de F et la seconde
ne l'utilisera pas.

4. Que pouvez-vous en déduire sur F et F'?

Exercice 12. Somme de sous-espaces vectoriels

Soit E ER' Jrx+y+3z—t=0etx—y+2+3t=0
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1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*. Préciser une famille génératrice
de E.
2. Déterminer EN F'.

3. Montrer de deux facons différentes que : R* = E + F.
Indication : La premiére facon utilisera la famille génératrice de E et la seconde
ne l'utilisera pas.

4. Que pouvez-vous en déduire sur F et F'?

Exercice 13. Somme et intersection d’espaces vectoriels

Soit F un K-espace vectoriel et A, B, C' trois sous-espaces vectoriels de E vérifiant les
trois conditions :

A+B=A+C
1. Démontrer que B = C.

ANB=ANnC BcC

2. E désignant ici le R-espace vectoriel R? on pose : A = {(x,2z) / € R},
B ={(2z,3z) / z € R} et C = {(0,2) / = € R}. Représenter graphiquement A,
B, C. Dans ce cas comparer A+ BA+C, AnC, AnNB, Bet C.

3. A l'aide de contre-exemples analogues au précédent, démontrer que la conclusion
de la question 1 n’est plus assurée dés lors que I'une des trois hypothéses n’est
plus satisfaite.

Exercice 14. Sous-espaces vectoriels de suites

On pose E = {u € RN / Vn € N upio — tupy1 — 2u, = 0},
F={ucR" /VneNu,1 +u,=0ret G={uecR" /VneNu, s —2u, =0}

1. Montrer que E est un espace vectoriel, puis que F' et G sont des sous-espaces
vectoriels de F.

2. Que peut-on dire de I’ensemble F' N G ? Le déterminer complétement.

3. Vérifier que F' et G sont engendrés par un vecteur et E par deux vecteurs.

4. Vérifier que £ = F @ G.

Exercice 15. Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soit £ un K-espace vectoriel. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E tels
que : E = F + G. Soit H un supplémentaire de F NG dans F. Montrer que G et H
sont supplémentaires dans F, i.e. E =G ® H.

Exercice 16. Ezemples de sous-espace affines

Soit o € R. Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces affines et le cas
échéant préciser leurs directions.

F={(z,y,2,t) € R* | zy = 2t} 2n

. J ={(un)ne Vn € N U = o
Ol e fayzgy )T e [N =)
H={PeR[X]/P1) =1} 6. K={feF[R)/ lim f(t)=a}
I ={P ecR[X]/ deg(P) =3} 7. L={feFR)/VneN f(n) =a}
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8 M = {(un)nen € RN /Vn €N Upio = Upt1 + Uy €6 ug = 1}
Exercice 17. Soit F' et G deuz sous-espaces affines de E

On suppose que : E = ? + 8
1. Montrer que F NG # 0.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que cette intersection soit
réduite & un point.



