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Intégration

Exercice 1. Somme de Riemann

A Taide de sommes de Riemann, déterminer les limites des suites suivantes :
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5. Yp = Z sin < ) sin n2) (on montrera que Vz > 0

2. v,

23
T- = <sin(z) < )

Exercice 2. Integmle d’une fonction continue par morceauz

0, 7] — R
Soit f{ — sin(x) siz € [0, g[
x — cos(x) six € [g,w}

1. Representer graphiquement f.
2. Calculer/ f
0 T
3. Pour tout z € [0, 7], calculer / f
0

Exercice 3. Calcul de primitives

Calculer les primitives suivantes :

1. /tan(x)dx 6. /arcsin(m)dx 12. /sm (2x) cos(3z)dx
2. /th(w)dx 7 /arctan( )z 13. /Sm ) cos® () dx
8. /(I’2+1)671d1’
5 /ln(m)dx 14. /HW
v 9. /sin(:r)e"”dx
1
. 15.
y /xln(m)dm 10 /cos(a:)e%dx /1/4—;102
5. /ln(m)dm 11 /0084(30)(13: 16. /\/mdx

Exercice 4. Calcul d’intégrale

Calculer les intégrales suivantes :

/ max(2, ch(t))dt

2./0 51n((1+E(47T)))

Exercice 5. Changement de variable

3 P d
. ———dt
/0 cos?(t)

2 1
T
1 t4tin®(t)

Calculer les primitives suivantes en faisant les changements de variable indiqués :

T xsin(z)
1. ——d =71—x).
/0 T+ cos?(2) x (poser y = m—x)

2 1
4. —d
5 /Z{ 1 /0 1+ 2sin(z) v
0

dx (poser y = (
1

(poser y = cos(x)).

(poser t =

1+ 3sin?(x) tan
tan(z)).

7 gin(z)(1 4 sin®(x))
3. /0 o5 (@) dz

Exercice 6. Primitives de fractions polynomiales

22
243/

2z +3
x2—|—2x+5>
2x 4+ 3

(z —1)3>

b, c, d) € R* tel que :

(poser u = tan(z)).

1. Déterminer une primitive de (3: —
2. Déterminer une primitive de (w —

3. Déterminer une primitive de <x —

4. (a) Déterminer (a,

vz € R\ {—1} crtd

= b+ ——.
ar + 0+ (x+1)2

oz

(r+1)2
3

(b) En déduire une primitive de (1: — (:Ej—1)2)

a+b
z+1

cx+d
241

1
5. (a) Déterminer (a,b,c,d) € R* tel que : =

4—-1 2x-1



1
(b) En déduire une primitive de (z —

).

xt—1
b
6. (a) Déterminer (a,b,c) € R? tel que : o e i 1t f_;j_ T
1

(b) En déduire une primitive de (z — . 1).

7. (a) Déterminer (a,b,c,d) € R* tel we: —— =% b + ¢
' T d "x(x+1)3 oz x4+l (x4 1)2
d
(x+1)3
(b) En déduire une primitive de (z — m)

Exercice 7.

_|_

1 1
Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1]. Montrer que, si / f= / f?, alors
0 0

f est constante égale & 0 ou 1 sur [0, 1].

Exercice 8.

Soit f et g deux fonctions continues telles que g(x) = / f@dtet f(x) = / g(t)dt.
0 0

Montrer que f =g =0.

Exercice 9. Inégalités

Soit f et g deux fonctions positives et continues sur [0, 1] telles que fg > 1.

Montrer que (/01 f> (/Olg) > 1.

Exercice 10. Inégalités et dérivées

Soit f une fonction de classe C? sur [a, b] telle que f(a) = f(b) = 0.

Montrer que (/ab(f’(t))2dt>2 < </ab f2> (/: f”2>.

Exercice 11.

Soit f une fonction continue sur R™. On pose : F(z)

1. Montrer que F' se prolonge par continuité en 0

- % /O " fyat.

et préciser F(0).

2. Montrer que F est dérivable sur R et préciser F”.

3. On suppose f dérivable en 0. Montrer qu’alors F' est aussi dérivable en 0 et

préciser F'(0).

4. On suppose que f admet une limite L € R en +oco. Montrer qu’alors ' admet

également L pour limite en +o0.

Exercice 12.

2x
dt
On étudie de la fonction f définie par f(z) = / —_.
() »  In(1+1¢2)

1. Déterminer le domaine de définition de f. Vérifier que f est impaire.
2. Montrer que f est dérivable et exprimer sa dérivée.

3. Donner le tableau de variations de f.
1

4. En utilisant la décroissance de (t — ———)
In(1 4+ t?)

< f(x)

T

<
vz >0, 1 ~ In(1+ 22)

v
n(1 4+ 4x2)

sur |0 + oo[, montrer que :

5. En déduire les limites de f en 07 et en 4o0. Etudier la nature de la branche

infinie de f en 400 Donner alors I’allure de la courbe représentative de f.

Exercice 13.

Soit f la fonction définie par : f(x) = / V14 zidt.
0

1. Montrer que f est dérivable et déterminer f’.

3

3
2. Montrer que : Yz € R % < flz) < % + z.

3. En déduire un équivalent simple de f en +oo.

Exercice 14. Une jolie limite

n _1 k
1. Montrer que ];) % =

_ (_xQ)n+1

[
0 1+ 22

n 1 k
lim Q(k )1.
n——+o00 o +

dx.

2. En déduire

Exercice 15. Suite d’intégrales

Soit f une fonction de classe C' sur R et (a,b) € R2 Montrer

b
/ f (@) sin(nt)dt = 0.

lim
9 n—> 00

que



Exercice 16. L’intégrale de Dirichlet

@ntDE gin(t % sin((2n + 1)t
Onpose:I:/ zsm()dtetJn:/zwdt.
0 t 0 sin(t)

1. Justifier I'existence des intégrales I, et J,.

Z sin((2n 4 1)t
2. Montrer que I, :/ M dt.
0
3. Calculer Zcos(ka).
k=1
4. En déduire la valeur de J,,.
1 1
5. On admet que la fonction — — est C'. En appliquant 'exercice 15, en
x  sin(x)

déduire que lim [, —J, =0.
n—-4oo
6. En déduire la valeur de I.

Exercice 17. Suite d’intégrales

LB

On définit la suite de terme général : I,, = / tan" (z) dx.
0
1. Déterminer Iy et 1.

2. Etudier la monotonie de la suite (I,)nen et en déduire que la suite (I,,)nen
converge.

3. Soit n € N. Déterminer I,,1o + I, en fonction de n. En déduire la limite de
(In)nEN-

4. Pour tout n € N, exprimer, a ’aide de sommes, I, en fonction de Iy et Io,41
en fonction de I;.
T L (DR "L (—1)kH
5. En déduire In(2) = ngn}roo; — et 1= ngnioo; ST

Exercice 18.

1
Soit n un entier naturel, on pose : [,, = / (1—2*)"dz. (on ne cherchera pas & calculer
0

cette intégrale).

1. Montrer que : Ve > 03a €]0, 1] / ’(1 —2%)"dx <
0

| ™

1
2. Soit « €]0, 1[ Déterminer la limite de / (1 — 2)"dx lorsque n tend vers 4oo.

3. En déduire la limite de la suite (Ip,)nen-

Exercice 19. Formule de Taylor

A Taide de la formule de Taylor, établir les inégalités suivantes :

22
1. VmERch(aj)zl—&—?

3. Vxe[O,w}x—%gsin(x)gx—%+%o
n ij
+ x
4. Vz e RT e ZZEOUHEN
k=0

Exercice 20. La fonction In(1 + x)

1. Montrer que : Vo >0 |In(1 4+ z) —

2. En déduire que : Vz € [0, 1]

lim
n——4oo

NE

b
S
—
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k

1T = In(1+a).



