Lycée Gustave Eiffel Année 2011-2012
Mathématiques PTSI 2 Feuille n"20

Matrices
Corrigé : Exercice 12 - Exercice 13 - Exercice 15

1 Exercice 12

1.Ona : ¢(1)=(X?+1).1'-3X.1=-3X
e(X)=(X*+1).X' -3X.X = —2X?+1
O(X?) = (X?+1).(X?) -3X.X*= -X?+2X
et (X3 = (X2 +1).(X*) -3X.X3=3X"2

On note B la base canonique de R3[X].

0 1 0 0
On en déduit que :|A = Mg(p) = 03 _02 (2) g
0 0 -1 0

2. On fait les opérations sur les lignes suivantes :

0 1 0 O 1 0 0 0
-3 0 2 0 01 00
0o -2 0 3 0 010
0 0 -1 0 0 0 0 1
L1+ Lo
La<>Ly
-3 0 2 0 01 00
0 1 0 O 1 0 0 O
0 0 -1 0 0 0 0 1
0 -2 0 3 0 010
J/ L4 < L4 + 2L2
-3 0 2 0 01 00
0 1 0 O 1 0 0 O
0 0 -1 0 0 0 0 1
0 0 0 3 2 010
\l, Ll < L1 + 2L3
-3 0 0 0 01 0 2
0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 1
0 0 0 3 2 010

L
Ll(——fl

\LL2<——£2
L4<—%
0 1 0 2
10 00 3 3
01 00 1 0 0 0
0 010 0O 0 0 -1
00 0 1 2 1
3 3
On en déduit que A est inversible et
1 2
0o —— 0 —=
1 03 0 03
717
auedT =14 o o 1
2 1
-0 = 0
3 3

3. A est la matrice de ¢ et A est inversible.

Donc, ¢ est bijective.
Or, ¢ est un endomorphisme de R3[X].

‘go est donc un automorphisme de R3[X]. ‘

. On résout : (22 + 1)y —3zy = az® +bx® +cx +d (E).

L’équation homogene associée & (E) est : (2° 4+ 1)y —3zy =0 (Ep).
x

O (Ey) = ¢ — =0.
B T +sly 3 2 3
Une primitive de a(x) = _Tj—l = _§x27f—1 est A(z) = —5 In(x? +1).

La solution générale de (Ey) est donc :
3 2 2 2
x = A.exp §ln(m +1) ) =A(z*+1)2

ou A € R.

On cherche une solution particuliere de (F) sous la forme d’un polynome

P € R3[X].

Ona : P est solution de (E) si, et seulement si, p(P) = aX?*+bX?+cX+d (E').
d

Or : (aX3+bX2+cX+d)B:

L O



Ona : AecGL3(R) < det(4) =0
< (a+2b)(a®+b* —2ab) =0
—

a=—2bou (a—b)?=0

Ainsi, (F') < A.(P)p =

Q oo

d < a=—-2boua=5b
— (P)g=A"" IC) Si ¢ = b, alors la matrice A est inversible si, et seulement si,
“ a# —2betaz#b.
1 2 c+2a (a? — 2ab + b%) + (a? — 2ac + *) + (b* — 2ab + c?)
(1) *Og g *Og d - d3 4. Ona : det(A)=(a+b+c) 5
c 2 2 2
= = —b — b—
= Ps=10 o0 o0 -1 |0 —a S PP Cll) e C e Ul
2 1 a 2d + b o 2
200 3 0 —— Ainsi, det(A) =0 <= a+b+c=0o0u(a—b=0eta—c=0etb—c=0)
2 2d+b < a+b+c=0o0ua=b=c
Ainsi, — +2a +dX —aX?+ 0¥ xs est une solution particuliere de (E).
La matrice A est inversible si, et seulement si, a + b+ ¢ # 0
et ((a#b) ou (a#c)ou (b#c)).
La solution générale de (E) est donc :
R N I 2d;r bt A (a? +1)8 3 Exercice 15
ol A ER 1. Puisque A est la matrice de f dans la base canonique de R?, on a :
T T T —2x+ 4y — 4z
V]iyl|eR® fly|l=A(y]|=| —2z+2y+2
. z z z T — 2y + 5z
2 Exercice 13
x
a b c a+b+c b c 2. Onrésout AX=0 (E)ouX= |y
1. Ona :det(A)=| c a b = a+b+c a b z
b e oa| TS atbie ¢ oa 0r 4 Ay —4z=0 32 =0
1 b ¢ 1 b c Ona : (F) <= (—2+2y+2=0 — 4z=10
1
=(a+b+c)| 1 a b L2<—L:2—L1(a+b+c) 0 a—b b—c T—2y+52=0 Izlzil?zilfj r—2y+52=0
1 ¢ a|Lierls—1I, 0 ¢c—b a—-c
T =2y
_ a—b b—c =
=(a+b+c) b a—ec {ZO
=(a+b+c)((a—b)(a—c)+ (b—0)?) z 2a 2
) . 2 .2 2 < JaeR yl=|a|=a/|l
D’ou :‘det(A):(a—i—b—i—c)(a +bv°+c —ab—ac—bc)‘ e 0 0
2. ‘Par le calcul précédent, nous observons que det(A) se factorise par a + b + c. oo 2 1
On en déduit que ker(A) = vect [ 1 | et donc | une base de ker(A) est | 2
3. On suppose ¢ = b. 9 0 0




Par le théoreme du rang, on a : dim(Im(A)) = 3 — dim(ker(4)) =3 —1=2. 1
La premieére et la troisieme colonne de A ne sont pas colinéaires. Elles forment us = [ 2| convient.
une famille libre de deux vecteurs de Im(A). 1
-2 —4
—bxr+4y—42z=0
Im(A) es : -1 1 .
Une base de Im(4) est donc 1 ’ 5 Ona : Xeker(A—2I3) < (—a2x—y+2=0
r—2y+22=0
3. (a) ker(A — \.I3) # {0} est non réduit & {03} si, et seulement si, A — \.I3 & —6y +62=0
GL3(R) si, et seulement si, det(A — A.I3) = 0. = —3y+32=0
—2-A 4 —4 LLIT—LLITLL.3 2 22 =0
Or :det(A—NI3)=| -1 2-A 1 alerhe \wmdy ez =
1 -2 5-A z=0
—
0 A —6-2A y==z
LiLi—(24A)L PR ! 0 0
—Li1—(2+
“LacLotll | 0 —A 6—A +— JaeR X=|a|=a]ll
A —6-—2A o 1
- A‘ 1 6-2A ‘ 0
= AA6 = X) — 6 — A= A(=A2 + 5\ — 6) Dot : ker(A = 315) = vect !
=-2AA=-2)(A=-3)
Donc :det(A —A.J3) =0 < X {0,2,3}. 0
us = [ 1| convient.
1
On en déduit que ker(A — X\.I3) # {0} est non réduit & {03} si, et
seulement si, A € {0,2,3}. 29 1 0 21 0
4. Ona :det(C)=[1 2 1 = 110 :‘? 1’:2—1:17&0
x 5 0 1 1"k tslo 11
. 3
(b) Soit X = |y ) € R”. ‘La famille C est une base de R®. ‘
z
—dr+4y—42=0 dy—8x =0 5 Ona flug) = Aug = 0f (uz) — 2ug = (A — 2I3).us =0
Ona : X €ker(A—2[3) < {—ax+2=0 = (z==z ' ) fus) = 2uz = (A —2I3).u3 =0
r—2y+32=0 —2y+4x =0 flug) =0
y =2 Donc : ¢ f(uz) = 2us
A =2 f(U3) = 3“3
N 0 0 0
< JaeR X=|2a|=a ! Dot : (f(uo))e = (0 ]: (f(uz))e = | 2] et (f(us))e = | O
o 2.1 0 0 3
1 00 0
Doit ker(A — 2I5) = vect | 2 |. On en déduit que : | B=Mc(f)=({0 2 0
1 3 0 0 3



6. La matrice B est diagonale. 1 -1 1
0 0 0 Doun : Pl=|-1 2 2)
Onendéduit :|B'=I;etVneN* B*"=[0 2 0 1 =23
0o 0 3" 2 1 0 0 0 1 -1 1
Ona : B" = Me(F") ot A" = Ma(F™). Donc,sin#0, A" =11 2 1 0 2" ) -1 2 92
Soit P la matrice de passage de B vers C. 0 11 0 0 3 1 -2 3
On a alors : B" = P~L.A™.P. o 2" 0 1 -1 1
Donc : A" = P.B".P~L. =(o 2n*tt 3» -1 2 =2
210 0o 2" 3" 1 -2 3
Ona :P=1|1 2 1
01 1 On en déduit que :
Il nous reste & calculer P~1. Pour cela, nous faisons les opérations sur les lignes :12 ! gnH —2mH )
suivantes : At = | —2mttggn o ont2 g gn g2 3ntl ) ig #0
2 1 0 100 —on 430 ontl_ggn  _gntl g gntl
1 21 010 et : A = Is.
0 1 1 0 0 1
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