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Fonctions usuelles

Exercice 1. Montrer que les fonctions définies par les expressions suivantes se pro-

longent par continuité en 0 :

1 (@) =2

2. f@) = -

Exercice 2. Montrer que les fonctions définies par les expressions suivantes se pro-

— cos(z)

x2

x sin(x)

— cos(z)

B fla) = )
tan ™

longent par continuité en 0 en une fonction dérivable :

1 f) = 1)
2 fla) = 1n(1;—x2)

3. f(z) = Veos(z) — 1

x

Exercice 3. Etudier la dérivabilité en 0 des fonctions suivantes :

WS
2 s = {

Exercice 4. Montrer que les fonctions f suivantes sont dérivables et préciser leurs

dérivées.
1. fw) =

2. fz) =

s s - {

Vi +2x+1
V32422 +1

V2 +2x+4
V32 +2x+14+1

Vi4+xr—1

T

1

2
sin(x)

In(1 + 2?)

cos(v/x)
ch(v/~z)

six#0

siz=0

six>0
sixzx <0

siz>0
sixzx <0

siz>0
six <0

sin(z) siz>0
3. f(x) = q In(1 + 22
(@) In(1 +2%) siz<0
x

~ Jeos(vx)  sixz>0
4 f@) = {ch(\/Tx) siz<0

1
4 fln)= 22 sin (m) siz#0
0 siz=0
Indications : En admettant que

1
cos (> n’admet pas de limite en 0,
x

comparer f'(0) et limO ().
r—

Exercice 5. Montrer que les fonctions suivantes sont bijectives. Déterminer leur bi-
jection réciproque. Etudier la dérivabilité de leur réciproque et proposer deux méthodes

de calculs pour la dérivée de leur réciproque.

1. f(z) =In(l +¢€%) 3. f(z) = \/j pour x > 0.

x
2. f(x)=2?+x+1pourz >0 4. f(x):1+‘z|

Exercice 6. Montrer que les fonctions suivantes admettent une asymptote en +oo

dont vous préciserez l’équation :

2 —2x+3 2 + 2z
fla) === fla) = e
xIn(1 + 2?)

2. f(x) = Va2 + 2bx + cot (b, c) € R? 4. flz) = In(z)

Exercice 7. Etudier la convezité des fonctions suivantes :
1 fl) = L2 3. f(a) = In(1 + ")

T —2
exp ()
2. f(x) = Va2 + 2bx + cot (b, c) € R? 4. f(x)zix

22
Exercice 8. Faire I’étude compléte des fonctions suivantes :

1 f(x):372+$+1 3. fl&)=va?—-2x-3

r—1
22

2. f(z)= Va2 +2z+3 @) = e

Exercice 9. Etudier les familles de fonctions suivantes :

1. fo(z) = zIn"(z) ou n € N. 3. fr(z) = (x + 1) ou k € R.
x ~
2. fm(z) =In(e*+me ") ot m € RT™. 4. nin(l+x)+ s oune N

Exercice 10. Calculer la somme suivante : Zln(l +1/k)

k=1
Exercice 11. Résoudre les équations suivantes :
1.55-37=0 4. zV® = \/z"
9. 32e+2 _ 9u+1/2 _ gr _ 4x/2-1/4 5. 2V = /2" onn e N\ {0}.
1
3. 2In(z) = In(z — 2) + In(2z + 3) 6. 2 = -V2

2



Exercice 12. Calculer les limites suivantes.

Exercice 16.

Etudier les fonctions suivantes :

Lt In(1+ z?%) 6. lim a2ln(l+4e%) otl<a<b )
"o 1+ 22 - “”?+°° (L + e=%) 1. (z — In(In(z))) 3, (I s 6;)
. lim zln e :
) i ln(l + 2,13) T—— 00 12. mgnioo e oul<a , i
. lim ——= . 3
3 lim In(1 +z + 2?) 9 In(1 + 22?%) i) In(z2) v
. E— .o lim ——=
r—>F00 T z—+oo In(2 + 3x) In(1 + ax Exercice 17. Résoudre I’équation p? = ¢P ot p et q sont des entiers. (On fera l’étude
_ In( )
4 lim e’ ' 10, Tim il 14. wh_n)lo In(1 + bx) d’une fonction auziliaire bien choisie.)
z—+oo In(1 + 22) z—+oo (x%)F ou a,b € R. .
e Exercice 18. Fonctions hyperboliques.
5. lim ol om) 11.  lim 15. lim zln(l14 -)
v—too In(1 + €) z—-+oo b3 @—>+oo z Soient x € R, y € R et p € Z. Montrer les égalités suivantes :
Exercice 13. Limite d’une suite.
2 L. sh(z +y) = sh(z)ch(y) + ch(z)sh(y) 4. (ch(z) +sh(z))” = ch(pz) + sh(pz)
1. Montrer : Vo >0 o — — < ln(l + 3?) <x 2. h(m+y) = ch( )ch( )—‘,—sh((p) (y)
2 pn th(z) + th(y) 1+ th?($)
2. Soit > 0. Calculer la limite de (1 + ﬁ) quand n tend vers 4oco. 3. th(z +y) = m 5. ch(z) = 1— th2(§)
3. Calculer la limite de la suite (P,),en définie par : P, = H 1+ —. Exercice 19. Fonctions hyperboliques réciproques.
n
ht Donner des expressions explicites des fonctions Argsh, Argch et Argth.
Exercice 14. FEtude d’une fonction.
e® Exercice 20. Résoudre les équations suivantes :
Soit f la fonction définie par f(x) = T e
el
1. Déterminer le domaine de définition de f. 1. ch(z) =2 5. sh(z) — 4sh(2z) + sh(3z) = 0
. L 2. sh(z) =2 1
2. Dresser le tableau de variations de f. g ) , 6. Argth(z) — Argeh <>
3. Etudier la convexité de f. Montrer que f posséde un unique point d’inflexion 3. ch*(z) +sh™(z) =3 x
que lon déterminera. 4. 5ch(z) — 3sh(z) =4 7. Argch(z) = Argsh(2 — z)

4. Montrer que ce point est un centre de symétrie du graphe de f.

Exercice 21. Soit x € R. Calculer les sommes suivantes :

5. Montrer que f est une bijection entre deux ensembles que 1’on précisera. Donner
une expression de f~1. n

1.y ch(kz) 3. Z() (kz) 5. Z() (kz)sh((n — k)x)

Etude d’une fonction. k
4. Z kch(kz)
k=0

Exercice 22. Pour x et y réels, transformer :

Exercice 15.

In(z) 2.
x k=0

Soit f la fonction définie par I’expression suivante : f(z) = sh(kx)

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Dresser le tableau de variations de f.

3. Etudier la convexité de f. Montrer que f posséde un unique point d’inflexion

e 'on déterminera 1. Argsh(x) + Argsh(y)
qu n rminera.

2. Argch(z) 4+ Argch(y) 3. Argth(z) + Argth(y)



Exercice 23. Aprés avoir transformé ’expression, étudier les fonctions définies sur Exercice 27. Nombres complezxes et fonction arctan.

l’ensemble des réels par :

1. ch(2Argth(z))
2. th(3Argth(x))

8. (Sargo)

4. Argth <

1. Soit  un réel non nul et y un réel. Soit z = x + iy. On note arg(z) 'unique

x ) argument de z compris dans | — 7, 7]. Montrer que arctan (g = arg(z).
—— x
V14 1 1\
2. En déduire que 2 arctan (3) + arctan (7) =1

Exercice 28. Soit x € R. Préciser l’ensemble de définition et simplifier les fonctions

Exercice 24. Soit x € R. Préciser l'ensemble de définition et simplifier les expressions — geppressions suivantes :

suivantes :

Ll
o
=

6. Argth (

7. Argch

<1 / H21> (Exprimer ch(2u)

en fonction de ch(u).)

i 2
1+3th(x)) L. sin(2arctan(z)) 7. arcsin <1+xa:2> (On pourra faire
3 + th(z) 2. tan(2arctan()) le changement de variable z =
3. cos(arctan(z)) tan (g>)
4. sin(arctan(z))

1_
8. arctan (\ / 1+§> (On pourra faire

le changement de variable z =

1
5. tan <2 arctan(x))

Exercice 25. FEtudier les fonctions f d’expressions suivantes : 6. tan(arccos(z)) cos(t).)

1. f(x) = arcsin(sin(z))
2. f(x) = arccos(sin(z))

Exercice 26. Calculer la valeur des expressions suivantes :

1 1
1. arctan <2> + arctan (3)

3. f(z) = arctan(x) + arctan (;)

2. arctan(2v/'2) + 2 arctan(v/2)

. (1 . 7
3. sin <2 arcsin (25>) 4. arcsin(tan(z)) = x

Exercice 29. Résoudre les équations suivantes :

1. arcsin(z) = 2 arctan(z) 5. arccos(x) = arcsin(1l — z)
3m -
4 6. arctan(x) + arctan(3z) = 1

2. arctan(x) + arctan(z®)

1
> + arccos (4) 7. arctan(x — 1) 4 arctan(x)

+ arctan(z + 1) = g

Wl =

3. arccos(x) = arcsin (



